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Zusammenfassung

F•ur einen autonomen mobilen Roboter, der eine zun•achst unbekannte Umgebung durchquert,
um dort verschiedene Aufgaben zu erledigen, ist es unter Umst•anden von Vorteil, eine Karte
dieser Umgebung erstellen zu k•onnen. Dies wird h•au�g dadurch bewerkstelligt, separat aufge-
zeichneten Teilaufnahmen der Umwelt, wie zum Beispiel Laserscans,aneinander zu f •ugen. Bei
einer sequentiellen Vorgehensweise,also wenn eine neueAufnahme immer nur an die vorherige
angepasstwird, f•uhren kleine Fehler in der Regel zu einem gro�en globalen Fehler. Um ein in-
konsistentes Modell der Umgebung zu vermeiden,haben Lu und Milios [18] einen Algorithm us
zur gleichzeitigen Zusammenf•uhrung von 2D-Laserscanssowie von Odometriedaten zu einer glo-
bal konsistenten Karte entwickelt. Hierbei werden die Posendes Roboters als Zufallsvariablen
modelliert, f•ur die, durch die Maximum-Likelihood Methode, Sch•atzer gefundenwerden.

Die Formulierung desAlgorithm us f•ur 2-dimensionaleDaten wird in dieserArb eit erweitert, um
den Algorithm us auch f•ur 3D-Laserscansnutzbar zu machen. Der •Ubergangvon zwei auf drei
Dimensionen f•uhrt dabei gleich drei neue Freiheitsgrade ein, weshalb das Potential f •ur Fehler
besondersin der Orientierung der einzelnenScanserheblich erh•oht wird. Die essentielle Arb eits-
weisedesAlgorithm us wird jedoch unangetastetbleiben. Weiterhin werden wir Experimente an
ausgew•ahlten Datens•atzen durchf•uhren um auf die potentiellen Probleme und Vorteile dieses
Ansatzeseinzugehen.

Abstract

For an autonomousmobile robot to enter an unknown environment and start performing work
is a di�cult task. One way to make this task easieris the abilit y to build a map of the unknown
environment. This is often achieved by matching separately collected partialviews, for example
laser scans,of the environment. In a sequential procedure,where each new scan is matched to
the previous one, small errors usually add up to a large global error. To avoid an inconsistent
environmental model, Lu and Milios [18] developed an algorithm for simultaneously adding
2D laser scansand odometry measurements to a globally consistent map. The robot posesare
modeled as random variables, which are approximated by maximum likelihood estimation.

In this thesis, the formulation of the algorithm for 2-dimensionaldata is extended for usewith
3D laser scans.The extension to three dimensionsleadsto three additional degreesof freedom,
increasing the potential of errors, especially in the orientation of the scans.Nevertheless,the
essential working of the algorithm will be unchanged.To addressthe potential advantagesand
disadvantages of this approach, we will present experiments on selecteddata sets in the last
portion of this thesis.
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Kapitel 1

Einleitung

Die pr•aziseKartierung einer Umgebung ist ein in vielseitiger Hinsicht wichtiges Hilfsmittel f •ur
einen autonomen mobilen Roboter. Um sich zum Beispiel in einer zuvor kartierten Umgebung
zu lokalisieren, ist ein global konsistentes und akkurates Modell der Umgebungnotwendig. Diese
Modellierung wird in der Regeldadurch erreicht, dassnacheinander aufgenommeneLaserscans
zusammengef•ugt werden, um so die Position deszuk•unftigen Kartenst •ucks in der Karte zu �n-
den. Durch fehlerhafte Odometrie-Daten und Messfehlerwerden Ungenauigkeiten in diesePosi-
tionssch•atzung eingebracht, die sich mit fortschreitender Zeit aufaddieren und die Karte somit
zunehmendunbrauchbarer machen. Dies wird verst•arkt durch Probleme beim Zusammenf•ugen
der Scans,da alle bislang bekannten Verfahren selbst fehlerbehaftet sind. Eine m•ogliche Abhilfe
scha�en Informationen •uber eine vom Roboter gefahreneSchleife. Nachdem so eine Schleife ge-
funden ist, kann der kumulativ e Fehler durch verschiedensteMethoden auf die beteiligten Scans
verteilt werden.Dies f•uhrt zu einer konsistenten, aber nicht unbedingt zu einer korrekten Karte.

Eine dieser Methoden ist der Sch•atzungsalgorithmus f•ur global konsistente Kartierung von Lu
und Milios (LUM) [18]. Hier wird zun•achst ein Netz von Laserscansund den dazugeh•origen
Posedi�erenzen gebildet und aus diesemanschlie�end ein lineares Gleichungssystem,mit dem
die Positionen der Laserscansim globalen Koordinatensystemberechnet werden.

1.1 Problemde�nition

Das in dieser Arb eit behandelte Problem ist die Umgebungskartierung mit einem autonomen
mobilen Roboter. Ausger•ustet mit einem 3D-Laserscannersoll der Roboter eine unbekannte
Umgebungbefahrenund aus den Laserscandateneine Karte erstellen. Die Intention liegt darin,
die einzelnenLaserscanssoaneinanderzu f•ugen,dasssieeineglobal konsistente Karte bilden um
gegebenenfallseinen Teil einesWeltmodells darzustellen. Nicht Teil dieser Arb eit ist es, durch
beispielsweise Extraktion von Objekten ein Weltmodell auf einem h•oheren Level zu bilden.
Der Schwerpunkt liegt nicht in der Interpretation der Laserscandaten,sondern in der global
konsistenten Aneinanderreihung derselben. Dabei werdenandersals in fr •uherenAns•atzen neben
zweidimensionalenauch dreidimensionaleDaten verarbeitet.
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Abbildung 1.1: Erstellen einesWeltmodells ausLaserscans.(a) Ein 360� Laserscanin einer simulierten
Umgebung. (b) Ein Modell bestehendaus mehreren Laserscans.Die Scanposensind durch die kleinen
Kreise markiert. Die Linien an den Kreisen indizieren den Roboterpfad. Quelle: [18]

Ein Laserscanist eineMengevon Entfernungswerten, gemessenvon einerRoboterpose.DieseLa-
serscansk•onnenauf einemmobilen Roboter zur Lokalisierungin bekannten Umgebungenbenutzt
werden. Eine alternative Verwendung �nden sie in der Kartierung. Ein jeder dieserLaserscans,
von einem Roboter an unterschiedlichen Positionen aufgenommen,repr•asentiert einen kleinen
Teil der Welt, der von der aktuellen Pose des Roboters aus erfassbar ist. Durch das Zusam-
menf•ugen mehrerer Scansl•asst sich somit ein vollst•andigeresModell einer gr•o�eren Umgebung
erstellen. Abbildung 1.1 zeigt beispielhaft die Konstruktion eines Weltmodells aus mehreren
Scans.

Die Schwierigkeit besteht nun in der Bestimmung der korrekten Posen f •ur die Anordnung
der Scans.Vorde�nierte Landmarken sind in einer unbekannten Umgebung nicht vorhanden
und Odometriedaten liefern zu ungenaueErgebnisse,die sich mit zunehmenderzur•uckgelegter
Strecke noch verschlechtern. Aus diesemGrund lassensich relative Posenzwischen den einzelnen
Scansnur schwer bestimmen.

Eine m•ogliche Herangehensweisean diesesProblem besteht in der inkrementellen Registrierung
neuerScans.Unter der Registrierung einesLaserscansversteht man, dassein Scanin ein Modell
eingef•ugt und dort •uber seine Pose integriert wird, so dass er ein Teil des Modells wird. Bei
inkrementeller Registrierung werdenScansnacheinander in dasModell integriert. Soll ein neuer
Scaneingef•ugt werden,wird er an einenvorherigenScanoder an dasglobalesModell angepasst.
Die Integration in dasModell geschieht h•au�g •uber Durchschnittsbildung oder Verwendungeines
Kalman-Filters (vgl. Kapitel 2.2.2). Dieser Ansatz f •uhrt jedoch zu Inkonsistenzen,da einzelne
Bereiche des Modells unabh•angig voneinanderver•andert werden. Eine nachtr •agliche Behebung
der Inkonsistenzenist nur m•oglich, wenn die Integration nicht permanent geschieht.

Um Inkonsistenzenzu vermeiden,musseine nachtr •agliche •Anderung bereits registrierter Scans
durch Speicherung der kompletten Datens•atze inklusive der gesch•atzten Posenerm•oglicht wer-

Global konsistente 3D Kar tier ung am Beispiel des Bot anischen Gar tens in
Osnabr •uck



1.1. PROBLEMDEFINITION 3

Abbildung 1.2: Beispiel konsistenter Kartierung. (a) Schlechte originale Anordnung der Scansals Folge
von aufsummiertenPosefehlern.(b) Gew•unschte konsistente Darstellung der Karte nach Verarbeitung mit
Hilfe einesNetzesvon Verbindungen zwischen den Posen.Gestrichelte Linien repr•asentieren durch Scan-
matching erlangte Korrespondenzen,durchgezogenenLinien Verbindungen aus Odometriedaten. Quel-
le: [18]

den. Des Weiteren wird eine systematische Methode ben•otigt, um detektierte Fehler in der Po-
sesch•atzung auf bereits registrierte Scanszu verteilen und die notwendigenKorrekturen durch-
zuf•uhren.

Abbildung 1.2 verdeutlicht diesesProblem. Betrachte man die im linken Bild dargestellte Ro-
boterfahrt beginnendbei Punkt P1. An jedem Knoten des Graphen wird ein Laserscanaufge-
zeichnet. Es wird deutlich, dassder Roboter am Punkt Pn wieder den Bereich desersten Scans
erreicht. F•ugt man nun die Scansder Reihe nach aneinander, P2 an P1, P3 an P2 usw., tritt
beim n-ten Scandas Problem auf, dassman diesensowohl an Scann � 1 als auch an den ersten
Scananpassenkann. Aufgrund der Fehler w•ahrend desScanmatchings werdensich die Posenf•ur
Pn , die durch Anpassungan die beiden unterschiedlichen Scansbestimmt werden, unterschei-
den. Entscheidet man sich nun f•ur eine der beiden Posesch•atzungen, entsteht eine Inkonsistenz
bez•uglich des anderen Scans.Eine naheliegendeVariante verwendet den gewichteten Durch-
schnitt der beiden Sch•atzungen. Dies f•uhrt jedoch wiederum dazu, dassdie Beziehung Pn� 1Pn

inkonsistent mit der vorhergegangenenSch•atzung ist. Folglich mussauch Pn� 1 und anschlie�end
nacheinander alle anderenPosendesRoboterpfads bez•uglich der •Anderungen erneuert werden.

Das Ausma� desFehlersvergr•o�ert sich mit zunehmenderL•angedesRoboterpfads. Bearbeitet
man alle Scanposeneiner Roboterfahrt mit paarweisemScanmatching, f •uhrt das in der Regel
zu einem komplexen Netz aus Beziehungen zwischen den einzelnenRoboterposen,in dem viele
Kon
ikte vorliegen.Um diesezu l•osen,bedarf eseinesVerfahrens,dasalle Kon
ikte bestm•oglich
l•ost. Das rechte Bild in Abbildung 1.2 zeigt wie eine kon
iktfreie L•osungdesProblems f•ur das
bereits erw•ahnte Beispiel aussehenk•onnte. Es ist das Ergebnis des Algorithm us von Lu und
Milios. In dem abgebildeten Netz wird unterschieden zwischen zwei Arten von Beziehungen.
Verbindungen die allein aus Odometriemessungenstammen, sind als schwache Verbindungen

Global konsistente 3D Kar tier ung am Beispiel des Bot anischen Gar tens in
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

de�niert, w•ahrend jene, die durch Scanmatching bestimmt werden, als starke Verbindungen
bezeichnet werden.

Dieser Algorithm us ist ein Verfahren zur global konsistenten Registrierung von mehreren La-
serscans,ist jedoch auf zweidimensionaleDaten beschr•ankt. Die Idee besteht darin, neben den
Punktmengen im lokalen Koordinatensystemdesjeweiligen LaserscanseinenGraph aus r •aumli-
chen Beziehungenzwischen deneinzelnenRoboterposenzu verwalten, die durch Odometriedaten
oder Ergebnissevon Scanmatchingverfahren erlangt werden. Die lokalen Koordinatensysteme
werden jeweils durch die Roboterposezum Zeitpunkt der Erfassung der Punkte de�niert. Ziel
ist es,mit Hilfe desBeziehungsgraphendie Roboterposenin einemglobalenKoordinatensystem
derart anzuordnen,dasssie ein Modell der Umgebung liefern. Dabei werden die Roboterposen
als Variablen angesehen,deren optimaler Wert durch ein lineares Gleichungssystemberechnet
wird. Konsistenz wird dadurch gesichert, dassalle Kanten desGraphen gleichzeitig ber•ucksich-
tigt werden.

1.2 Wissenschaftlic her Beitrag

Da der Algorithm us von Lu und Milios bislang nur f•ur zweidimensionaleLaserscansformuliert
ist, besteht dasZiel dieserArb eit darin, ihn f•ur 3D-Daten zu erweitern. Daf•ur mussinsbesondere
die Linearisierung der Posedi�erenz-Gleichung angepasstwerden. Die weiteren Berechnungen
sollten sich lediglich in der Dimension unterscheiden. Das Problem bei der Erweiterung der
Posedi�erenz-Gleichung liegt in der •ublichen Darstellung von Transformationen als Matrizen.
W•ahrend im ZweidimensionaleneineRotation einzig um eineRotationsachsedurchgef•uhrt wird,
setzt sich eineRotation in der h•oherenDimension ausRotation um drei Achsenzusammen.Dies
erfordert eineMultiplik ation dreier Rotationsmatrizen um die Gesamttransformation zu erhalten
und f•uhrt zu einer komplizierten Darstellung der Transformation.

Ausgangspunkt der Anwendung ist die Roboterplattform Kurt3D (vgl. Kapitel 6.2), welche mit
einem SICK-Laserscannerausgestattet ist, der mit Hilfe einesServos bewegt werden kann um
dreidimensionaleScansaufzuzeichnen. Die Scanswerden momentan mit dem iterativ en Algo-
rithm us der n•achsten Punkte (engl.: iterative closest points (ICP), vgl. Kapitel 2.1.1) anein-
andergef•ugt. Anstatt die aus diesemProzessentstehendenkorrespondierendenPunktpaare zur
direkten Minimierung desAbstandeszweier Scanszu verwenden,k•onnen mit ihnen Kovarianz-
matrizen und die linearisierten Posedi�erenzen errechnet werden. Mit diesen werden dann in
geschlossenerForm die Posender einzelnenScansbestimmt. Die Aufgabe besteht also darin,
diese Berechnungen zu implementieren und in das bestehendeSystem zu integrieren. Durch
Testssollenanschlie�end die Funktion desAlgorithm us und eventuelle Optimierungsm•oglichkei-
ten •uberpr•uft werden.Letztendlich sollenTeile desBotanischen Gartens in Osnabr•uck gescannt
und global konsistent kartiert werden, so dassdie Karte visualisiert werden kann.

Global konsistente 3D Kar tier ung am Beispiel des Bot anischen Gar tens in
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1.3. AUFBA U DER ARBEIT 5

1.3 Aufbau der Arb eit

Kapitel 1: Im ersten Kapitel wird ein kurze Zusammenfassungdes Problems der Umge-
bungskartierung mit einem Roboter gegeben.

Kapitel 2: Hier werden unterschiedliche Scanmatching-Verfahren erl•autert. Insbesondere
wird auf den ICP-Algorithm us eingegangen,der auch als Grundlage f •ur die Ex-
perimente in Kapitel 6 dient.

Kapitel 3: In diesemKapitel erfolgt eineBeschreibung der unterschiedlichen M •oglichkeiten,
3D-Transformationen mathematisch zu formulieren.

Kapitel 4: Kapitel 4 stellt den mathematischen Kern der Arb eit dar. Hier wird dasprobabi-
listisch formulierte Optimierungsproblem der Erstellung global konsistenter Kar-
ten, das von Lu und Milios f•ur Posenin einer Ebeneformuliert wurde, erl•autert
und diesesProblem und dessenL•osungauf drei Raumdimensionenerweitert. Die
Optimierung erfolgt unter Verwendung der Posedi�erenzen zwischen einzelnen
Scansund deren Kovarianzen.

Kapitel 5: Im f•unften Kapitel beschreiben wir M•oglichkeiten, die f•ur die Optimierung be-
n•otigten Posesch•atzungen und Kovarianzen aus den Messwerten einer Roboter-
plattform nach einer Roboterfahrt zu extrahieren. Dies geschieht sowohl f •ur den
zweidimensionalenals auch f•ur den dreidimensionalenFall.

Kapitel 6: In diesemKapitel wird die Funktionsweisedes in den vorhergehendenKapiteln
aus mathematischer Sicht vorgestellten Vorgehensverdeutlicht und durch Expe-
rimente evaluiert.

Kapitel 7: Schlussendlich wird im letzten Kapitel eine Zusammenfassungder Ergebnisse
geliefert, in der auch darauf eingegangenwird, ob der implementierte Algorith-
mus eineVerbesserungdesbereitsvorhandenenScanmatching-Verfahrensist und
worin seineEinschr•ankungen liegen.

Global konsistente 3D Kar tier ung am Beispiel des Bot anischen Gar tens in
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Kapitel 2

Scanmatc hing

Eine wichtige Aufgabe autonomer mobiler Roboter ist die Umgebungskartierung. Dies ist bei-
spielsweise n•utzlich, wenn ein Roboter eine unbekannte Umgebung explorieren soll, was im
bekannten Einsatzgebiet der Rettungsrobotik Verwendung �ndet. Ein beliebtes Verfahren ist
das Aufzeichen von Laserscansmit anschlie�endem Aneinanderf•ugenper Scanmatching [26] um
eine Karte zu bilden. Die generelleIdee desScanmatchings, das einesder Schl •usselproblemein
der Computer-Vision ist, liegt darin, mehrereseparat aufgenommeneLaserscansso aneinander
zu f•ugen, dasssie eine korrekte, zusammenh•angendeDarstellung der abgebildeten Umgebung
liefern.

Ein Laserscannerfunktioniert derart, dassein Laserstrahl in unterschiedliche Richtungen aus-
gestrahlt und von dort be�ndlic hen Objekten re
ektiert wird. Durch die ben•otigte Zeit bis zum
Wiedereintre�en desre
ektierten Strahls beim Laserscannerl •asst sich relativ genaudie zur•uck-
gelegte Distanz bestimmen. Unter Einbeziehung des Ausgangswinkels des Laserstrahls liefert
dies die genauePosition desHindernissesim lokalen KoordinatensystemdesLaserscanners.Die
so erlangten Distanzinformationen von Ober
 •achen ergeben eine Punktwolke, aus der sich ein
Abbild der Umgebung konstruieren l•asst (vgl. 2.1). Im Folgendenwerden wir eine Menge von
Distanzwerten, die von einer Roboterposeaus aufgenommenwurden, als Laserscanbezeichnen.

In der Forschung wird h•au�g ein SICK-Laserscannerverwendet. Die Richtung, in die der La-
serstrahl ausgesendetwird, l•asst sich bei vielen Laserscannerndurch rotierende Spiegelmani-
pulieren, so auch bei dem f•ur dieseArb eit verwendetenSICK-LMS200-Laserscanner.Er verf•ugt
•uber einen •O�n ungswinkel von 180 Grad und eine Au
 •osungzwischen 1.0 und 0.25 Grad. Der
systematische Fehler wird mit 15 mm und der statistische Fehler mit 5 mm angegeben [29]. Zur
Aufnahme von dreidimensionalenScandatenist der hier verwendeteScannerauf einen Aufbau
montiert und kann mit Hilfe eines Servo-Motors um eine horizontale Achse gedreht werden,
womit ein vertikaler •O�n ungswinkel von zirka 90 Grad erreicht wird.

In den 3D-Punktwolken, die ein Laserscannererzeugt, lassen sich Strukturen erkennen. Ziel
des Scanmatchings ist es nun, gleiche Strukturen in teilweise •uberlappenden Laserscanszu
erkennen und dadurch die Laserscansaneinander zu f•ugen. Daf•ur wird ausgehendvon einer
Initialsch•atzung versucht, mittels unterschiedlicher Algorithmen zumeist iterativ ein lokalesMi-
nimum zu �nden. Einer der bekanntesten Algorithmen ist der ICP-Algorithm us (iterative closest

7



8 KAPITEL 2. SCANMATCHING

Abbildung 2.1: Punktwolken von zwei Laserscans.

point ) [3], bei dem aus zwei LaserscansPunktpaare gesucht werden und der Abstand zwischen
ihnen minimiert wird. Andere Algorithmen bestimmen die Distanz zwischen zwei Scansdurch
vorherige Extraktion von Linien oder Ebenen.

2.1 Paarw eises Scanmatc hing

2.1.1 Der ICP-Algorithm us

Der Iterativ e-Closest-Point-Algorithm us von Besl und McKay [3] ausdem Jahr 1992ist eineder
ersten und seitdemeineder meist verwendetenMethoden zur Registrierung von 3D-Laserscans.
Die Idee besteht darin, zu einer Mengevon Punkten auseiner Form den jeweils n•achsten ausei-
nem korrespondierendenGebilde zu �nden. Auf dieseWeisewird eineTransformation bestimmt,
mit der die zweite Figur bewegt werdenmuss,um die Distanz zwischen den korrespondierenden
Punktpaaren zu minimieren. Dieser iterativ e Algorithm us konvergiert schnell zu einem lokalen
Minim um und erfordert keinerlei Vorverarbeitung der zu registrierenden Daten. Bereits nach
wenigen Iterationsschritten wird ein gutes Ergebnis erzielt. Die Daten k•onnen aus Punktmen-
gen,Polylinien, Kurv en oder Fl •achen bestehenund esm•ussenweder Merkmale extrahiert, noch
Ableitungen gebildet werden, da allein mit den Punkten desjeweiligen Objekts gearbeitet wird.
Fl•achen, Polylinien und Kurv en werden gew•ohnlich durch Punkte gesampelt. Ein Problem ist,
dassder Algorithm us h•au�g nur zu einem lokalen Minim um konvergiert. Dies kann zu fehler-
hafter Registrierung f•uhren.

Im Folgendenwird genauerauf die Verarbeitung von Laserscandateneingegangen,da diesein
der Robotik zu den bedeutendstenund verl•asslichsten Sensordatengeh•oren. Die grundlegende

Global konsistente 3D Kar tier ung am Beispiel des Bot anischen Gar tens in
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2.1. PAARWEISES SCANMATCHING 9

Abbildung 2.2: VerschiedeneMatching-M•oglichkeiten von zwei Punktmengen.

Vorgehensweisebesteht aus den folgendensechs Schritten:

1. W•ahle aus den Punkten einesLaserscansn Punkte aus.

2. Suche aus einem •uberlappendenScanden n•achsten korrespondierendenPunkt.

3. Gewichte die Korrespondenzennach ihrer Zuverl•assigkeit.

4. Streiche alle Punktpaare, deren Distanz von der mittleren Distanz deutlich abweicht.

5. Wendedie Fehlerfunktion auf die Punktpaare an.

6. Minimiere die Fehlerfunktion.

In zahlreichen ICP-Variationen werden einer oder mehrere dieser Schritte optimiert, um die
Laufzeit zu verringern, Stabilit •at zu vergr•o�ern, die Toleranz bei Verrauschen und Ausrei�ern
zu erh•ohen oder eine schlechtere Anfangssch•atzung zu erlauben [26].

Ausw ahl der Punkte: Ein Laserscanbesteht aus einer gro�en Anzahl von Punkten. Die
Ber•ucksichtigung all dieser Punkte beim Scanmatching w•urde zu einem enormen Zeitaufwand
f•uhren. Deswegenist esaus Zeitgr•unden sinnvoll, die Punktmengen zu reduzieren.Dazu gibt es
mehrereAns•atze.

So bietet sich die M•oglichkeit, eine zuf•allige oder uniforme Auswahl von Punkten jedesLaser-
scansf•ur die Berechnung zu verwenden. Dies f•uhrt jedoch zu unerw•unschten E�ekten, wenn
einige wichtige Details unber•ucksichtigt bleiben.

Abbildung 2.2 zeigt zwei Punktmengen und zwei M•oglichkeiten die Punkte dieser Mengen f•ur
das Scanmatching auszuw•ahlen. Auf der linken Seite wird jeder dritte Punkt der roten Punkt-
mengeausgew•ahlt und ein korrespondierenderPunkt aus der blauen Punktmenge gesucht. Aus
der kleinen Ausbuchtung, der signi�k anten Stelle der Punktmenge, wird auf diese Weise nur
ein einziger Punkt ausgew•ahlt. Aus solch einer Auswahl folgt unter Umst•anden, dassder Al-
gorithmus nur langsamkonvergiert oder zwei Scansfalsch aneinandergef•ugt werden. Sinnvoller
scheint eszu sein,wie in der linken Abbildung, mehrerePunkte ausder Ausbuchtung zu w•ahlen
und stattdesseneinige der Punkte der geradenLinie zu vernachl •assigen.Dies kann besonders
von Bedeutung sein, wenn die charakteristischen Stellen einesLaserscansin weiter Entfernung

Global konsistente 3D Kar tier ung am Beispiel des Bot anischen Gar tens in
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10 KAPITEL 2. SCANMATCHING

liegen,da mit zunehmenderEntfernung auch die Abst •andezwischen aufeinanderfolgendenPunk-
ten gr•o�er werden,oder wenn gro�e Fehler bei der Posesch•atzung vorliegen,beziehungsweisedie
Scansstark verrauscht sind.

Gelfand et al. haben eine Methode entwickelt, Punkte so auszuw•ahlen, dassder ICP m•oglichst
schnell konvergiert [11]. Zu viele Punkte aus instabilen Regionen, die keine signi�k anten Ei-
genschaften aufweisen, f•uhren dazu, dassder Algorithm us zwei zu matchende Scanshin- und
herschiebt, ohne dabei die korrekte Pose zu erreichen oder gar ohne •uberhaupt zu konvergie-
ren. Dies resultiert aus durchg•angig geringen Fehlerwerten in diesen Bereichen. Um dies zu
vermeiden,w•ahlen Gelfand et al. die Punktpaare so aus, dasssie aus m•oglichst stabilen Regio-
nen stammen. Dazu bestimmen sie zun•achst die Kovarianzen einer kleinen Mengevon Punkten
aus der Eingabemenge,um anhand dieser stabile Stellen zu bestimmen, aus denen dann vor-
zugsweisePunkte ausgew•ahlt werden, mit dem Ziel stabile Verbindungen zu erhalten, die alle
Freiheitsgradebehandeln.

Finden von korresp ondierenden Punktpaaren: Der wichtigste Bestandteil desICP, aber
auch der aufwendigste, ist das Finden von korrespondierendenPunktenpaaren. Die einfachste
Variante ist es, ausgehendvon einem Punkt des ersten Scansund unter Ber•ucksichtigung der
Posesch•atzung, die Distanz zu jedem Punkt deszweiten Scanszu berechnen und den Punkt mit
der geringstenDistanz auszuw•ahlen.

Um die Laufzeit des Auswahlverfahrensvon O(n2) bei n Punkten zu verringern, gibt es meh-
rere Ans•atze. Betrachtet man die Punkte als Eintr •age, die durch Schl•ussel, die x-, y- und z-
Koordinaten, de�niert sind, lassensiesich durch besondereSpeicherstrukturen besserverwalten
und somit die Suche deutlich beschleunigen [9].

Eine M•oglichkeit ist die Unterteilung des Raumes der Schl •ussel in kleine, gleich gro�e Zellen.
Ausgehend von einem Eintrag kann man nun spiralf•ormig nach au�en die n•achste Zelle mit
einem Eintrag suchen. Diese Suche minimiert die Anzahl der durchsuchten Punkte, ben•otigt
aber dennoch gro�e Mengen an Speicherplatz und Rechenzeit, besondersbei Schl •usselmengen
von gro�er Dimension. Mit Cluster-Techniken lassensich Verfahren entwickeln, bei denen sich
die Anzahl der betrachteten Eintr •ageweiter verringern l•asst.Eine weitere M•oglichkeit ist es,die
Schl•usselin linearen Listen zu verwalten und nur jene Punkte zu durchsuchen, deren Schl •ussel
in einem Intervall um die Schl •ussel des gegebenen Punktes liegen. Die Laufzeit bei n Punk-
ten ist abh•angig vom verwendeten Suchverfahren f•ur die Listen und ist nach Friedman et al.
proportional zu 3n � 2

3 bei dreidimensionalenPunkten [9].

Des Weiteren kann man die Punkte in Quad- oder Octrees verwalten [9]. Darauf aufbauend
entwickelten Bentley et al. einen k-dimensionalen Baum, den kd-tree [2]. Ein kd-tree ist ein
bin•arer Baum, der zur Speicherung von Objekten mit k verschiedenenSchl •usselndient. Jeder
Knoten desBaumesspeichert ein Objekt. Dabei ist der Baum derart strukturiert, dassin jeder
Ebene alternierend nach einem der k Schl •ussel diskriminiert wird. In dem linken Unterbaum
einesKnotens P in Ebene i be�nden sich somit nur Objekte, die bez•uglich der Eigenschaft i
mod k kleiner sind als P, in dem rechten Unterbaum nur solche, die gr•o�er sind.

Abbildung 2.3 zeigt Punkte in einer zweidimensionalenEbeneund einedazugeh•orige Repr•asen-
tation als kd-tree. Durch die VerwendungdieserDarstellung l•asstsich nun die Suche nach einem
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2.1. PAARWEISES SCANMATCHING 11

Abbildung 2.3: Beispiel eines2d-trees.

korrespondierendenPunkt zu P als Form einer rekursiven Baumsuche beschleunigen [9], wie in
Algorithm us 1 verdeutlicht wird.

In jedem Rekursionsschritt steigt man eine Ebene im Baum herab und verkleinert somit die
Mengeder in FragekommendenPunkte. Auf dieseWeisewird auch dasSuchintervall verkleinert.
Man betrachtet den Knoten, an dem man sich zur Zeit be�ndet, und entscheidet, auf welcher
Seite sich Punkt P be�nden w•urde. Der Wert des diskriminierenden Schl •usselsbildet die neue
Grenze des Intervalls. So wird der Suchraum fortschreitend eingeschr •ankt. Erreicht man den
letzten Eintrag desBaums, erh•alt man somit einen nahen Punkt.

Zur •Uberpr•ufung, ob dieserPunkt Q der gesuchte Punkt ist, steigt man im Baum wieder hinauf
und •uberpr•uft, ob eineKugel mit demAbstand zwischen P und Q alsRadiusdie Intervallgrenzen
des nicht betrachteten Teilbaums •uberlappt. Ist dies der Fall, muss auch dieser rekursiv nach
einem n•aherenPunkt durchsucht werden, andernfalls steigt man weiter hinauf bis letztendlich
die Wurzel erreicht wird.

Die Laufzeit desSuchalgorithmus ist abh•angig von der Anzahl der Knoten, der Dimension der
Punkte, aber auch vom Aufbau deskd-trees.Je ausgeglichenerder Baum ist und je gleichm•a�iger
diskriminiert wird, desto schneller l•asst sich der Baum durchsuchen.

Friedman et al. beschreiben die Optimierung eineskd-trees[9], in dem die Suche in Laufzeit von
O(log n) durchgef•uhrt werdenkann. Dabei wird beim Einf •ugen in den Baum bei jedem Knoten,
der kein Blatt ist, als Diskriminator der Schl •usselgew•ahlt, dessenWerte am Weitesten verteilt
sind und als Grenzeder Median der Schl •usselwerte. Somit wird die Baumtiefe verringert sowie
die Wahrscheinlichkeit, dassbei einemgefundenenPunkt in einemanderenUnterbaum noch ein
n•aherer Punkt liegt. Zus•atzlich zur Laufzeit der Suche bestimmt noch die Zeit f •ur den Aufbau
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12 KAPITEL 2. SCANMATCHING

Algorithm 1 Suche nach n•achstem Punkt in einem kd-tree
Input: Baum b, Punkt p
Output: n•achster Punkt n

if b ist Blatt then
return Punkt in b

end if
if p geh•ort in linken Teilbaum then

Punkt q1 = suche( linkerSohn,p )
if Abstand( p, q1 ) < Abstand( p, rechterSohn ) then

Punkt q2 = suche( rechterTeilbaum, p )
end if
if Abstand ( p1, q1 ) < Abstand( p, q2 ) then

return q1
else

return q2
end if

else
Punkt q1 = suche( rechterSohn, p )
if Abstand( p, q1 ) < Abstand( p, linkerSohn) then

Punkt q2 = suche( linkerTeilbaum, p )
end if
if Abstand ( p1, q1 ) < Abstand( p, q2 ) then

return q1
else

return q2
end if

end if

desBaumes,die in O(kn logn) liegt, die Performanz der Bestimmung von Punktpaaren.

Leider ist aber nicht immer der n•achste Punkt auch der Beste,deswegengibt esauch Varianten,
die Punkte nach Kompatibilit •at bewerten, und zus•atzlich zur Distanz die Farbe, die Normalen
oder andereMerkmale wie Kr •ummung oder Ableitungen ber•ucksichtigen [26].Dies verlangt aber
die Existenz von solchen Merkmalen und ist somit f •ur Laserscansohne Vorverarbeitung nicht
m•oglich.

Eliminieren von Ausrei�ern: Ein einfaches Ausw•ahlen einer kleinen Punktmenge aus den
Laserscanskann dazu f•uhren, dass das Scanmatching-Verfahren an Robustheit verliert, wenn
Ausrei�ern auf dieseWeiseein zu gro�es Gewicht beigemessenwird. Deswegenist das Eliminie-
ren von Ausrei�ern ein wichtiger Schritt zur Verbesserungdes ICP-Algorithm us. Um dieseszu
erreichen, erarbeiteten Chetverikov et al. den so genannten Trimmed ICP (TrICP) [6], der auf
Basis des Least Trimmed SquaresVerfahrens (LTS) [24] Ausrei�er erkennt und eliminiert. Im
Gegensatzzu klassischen Distanzberechnungen, funktioniert das LTS-Verfahren auch bei einer
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2.1. PAARWEISES SCANMATCHING 13

gro�en Anzahl von Ausrei�ern, wie sie bei zwei unterschiedlichen Laserscansh•au�g vorkommt,
da die Toleranzgrenzenicht durch die Ausrei�er mitb estimmt wird.

Um die Punktmenge D passendzur Punktmenge M zu transformieren, wird zuerst f •ur jeden
Punkt ausD der n•achste korrespondierendePunkt ausM gesucht und die Distanz zum n•achsten
Punkt aus M de�niert als

dist i (R; t) =








 arg min

m2 M
km � R � di + tk � R � di + t








 ;

mit der Rotation R und Translation t, die n•otig sind, um D auf M zu transformieren.

Beginnend mit einer Anfangstranformation (R; t) werden die Distanzen dist i dann quadriert
und absteigendsortiert. Anschlie�end werden die N do Paare mit den geringstenDistanzen aus-
gew•ahlt, wobei Ndo die Anzahl der Punkte aus dem •uberlappendenBereich von M und D ist.
Diese Anzahl wird als bekannt vorrausgesetzt, kann aber auch mit dem TrICP-Algorithm us
bestimmt werden.

Ist keine der Abbruchbedingungenerf•ullt, setzt man SLT S, einen anfangssehr gro� gew•ahlten
Schwellwert, auf SLT S0, die Summeder Npo ausgew•ahlten dist2

i , berechnet die optimale Bewe-
gung (R; t), die SLT S minimiert, und wendet sie auf D an. Dies wird so oft wiederholt, bis
entweder die maximale Anzahl an Iterationen erreicht ist, SLT S0=Ndo ausreichend klein ist oder
sich nur noch in geringemMa�e ver•andert.

In Tests zeigenChetverikov et al., dassdiesesVerfahren selbst bei relativ schlechter Anfangs-
sch•atzung, z. B. relativer Rotation von bis zu 30 Grad, zu einer Verbesserungf •uhrt, da Punkte
aus dem nicht •uberlappendenBereich die Transformation nicht beein
ussen.

Gewic hten der Korresp ondenzen nach ihrer Zuv erl •assigkeit: Bei gering •uberlappenden
Punktwolken oder Punktwolken mit geringer Dichte, kann es durch Auswahl der Punkte und
Elimination von Ausrei�ern leicht dazu kommen, dassdie Anzahl der Punkte zu klein wird um
sinnvoll damit arbeiten zu k•onnen. Um in diesemFall trotzdem weiterzuarbeiten, bietet essich
an, anstatt die Punkte zu ignorieren, die Punktpaare nach ihrer Zuverl•assigkeit zu gewichten
mit wi;j als dem Gewicht desPunktpaares (di ; mj ).

Im ungewichteten Fall setzt man wi;j auf 1, wenn Punkt m j aus M ein korrespondierender
Punkt zu di ausD ist, ansonstenist wi;j 0. Andernfalls kann man Punktpaare mit zunehmender
Distanz geringer gewichten mit

wi;j = 1 �
dist(di ; mj )

distmax
:

Eine weitere Methode w•are, mit

wi;j = 1 �
jdist(di ; mj ) � distmedian j

distmax

nach dem Median der Abst•ande zu gewichten. Aber essind auch andereM•oglichkeiten erdenk-
lich, wie zum Beispiel die Gewichtung nach der Kompatibilit •at der Normalen mit

wi;j = ndi � nm j ;

wobei dieseBerechnung aber eine vorherige Bestimmung der Normalen voraussetzt.

Global konsistente 3D Kar tier ung am Beispiel des Bot anischen Gar tens in
Osnabr •uck



14 KAPITEL 2. SCANMATCHING

Minimierung der Fehlerfunktionen: Die beidenmeist verwendetenFehlerfunktionen sind
die Punkt-zu-Punkt-F ehlerfunktion, die auch in der ICP-Versionimplementiert ist, die in Kapitel
6.2 zum Vergleich herangezogenwird [21] und die Punkt-zu-Eb ene-Fehler-Funktion, wie sie von
Chen und Medioni implementiert wird [5].

Bei ersterer wird die Fehlerfunktion

E(R; t) =
jM jX

j =0

jD jX

i =0

wi;j kmj � (Rdi + t)k2 (2.1)

gebildet, die den Abstand zwischen einem Punkt m i aus M und seinem korrespondierenden
Punkt di aus D angibt, wobei di um R rotiert und um t verschoben ist. Die Fehlerfunktion
soll minimiert werden, um eine optimale Transformation (R; t) zu �nden, die alle di m•oglichst
gut auf ihre korrespondierenPunkte bewegt. Ersetzt man die Korrespondenzmatrix durch einen
Vektor, der nur die Punktpaare beinhaltet, vereinfacht sich die Fehlerfunktion (2.1) zu

E(R; t) �
1
n

nX

i =1

kmi � (Rdi + t)k2

mit n =
P jD j

i =0

P jM j
j =0 wi;j , wobei wi;j entweder 0 oder 1 ist.

Zur Minimierung der Fehlerfunktion sind verschiedeneMethoden bekannt. Auf der Basis von
Quaternionen (siehe Kapitel 3.4) bestimmt sich die Rotation, die Gleichung 2.1 f •ur alle aus-
gew•ahlten Punkte m0 = mi � cm und d0 = di � cd minimiert, durch die Kreuz-Kovarianz-Matrix

N =

0

B
B
B
B
@

Sxx + Syy + Szz Syz + Szy Szx + Sxz Sxy + Syx

Syz + Szy Sxx � Syy � Szz Sxy + Syx Szx + Sxz

Szx + Sxz Sxy + Syz � Sxx + Syy � Szz Syz + Szy

Sxy + Syx Syz + Szy Szx + Sxz � Sxx � Syy + Szz

1

C
C
C
C
A

mit Sxx =
P nd

i =1
P nm

j =1 wi;j m0
j xd0

ix , Sxy
P nd

i =1
P nm

j =1 wi;j m0
j xd0

iy : : :.

Der gr•o�te Eigenwert von N ist die Quaternionen-Darstellung der gesuchten Rotation R [33].
Die zugeh•orige Translation ist t = cm � Rcd, wobei die Schwerpunkte

cd =
1
n

nX

i =1

di und cm =
1
n

nX

i =1

mi

durch die Mittelw erte aller Punkte aus M und D bestimmt werden.

Eine alternative Bestimmung desMinim ums, die auf Singul•arwertzerlegung(SVD) basiert, wird
von N•uchter et al. [21] verwendet. Bei dieserMethode ist die Rotation gegeben durch R = V U T .
V und U erh•alt man durch die Singul•arwertzerlegungH = U� V T der Matrix

H =

0

B
@

Sxx Sxy Sxz

Syx Syy Syz

Szx Szy Szz

1

C
A
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2.1. PAARWEISES SCANMATCHING 15

mit Sxx =
P n

i=1 m0
ix d0

ix , Sxy =
P n

i=1 m0
ix d0

iy : : :.

Weitere bekannte Methoden zur Minimierung der Gleichung verwenden Dualzahlquaternionen
oder Polarzerlegung[17].

Die Punkt-zu-Eb ene-Fehler-Funktion von Chen und Medioni [5] ber•ucksichtigt anstelle der Di-
stanz zwischen zwei Punkten den Abstand zwischen einem Punkt der Punktmenge D und einer
Fl•ache der Menge M als Fehlerfunktion. Auf diese Weise erreicht man, dass der Fehler sich
nicht vergr•o�ert, wenn der eineScanauf einer Ebeneliegendverschoben wird. Somit k•onnendie
Punkte einer Ebenenicht verhindern, dassder Scanweiterbewegt wird, obwohl er sich nicht in
der richtigen Position be�ndet. Dies ist von Nutzen, wenn die abgebildeteUmgebungeineebene
Fl•ache mit nur wenigenErhebungendarstellt.

Der Algorithm us ver•andert sich leicht im Vergleich zur Punkt-zu-Punkt-V ersion.F•ur jeden aus-
gew•ahlten Punkt di aus D wird zuerst die Fl•achennormale ndi errechnet. Danach wird der
Schnittpunkt m i der Linie, die durch di und ndi bestimmt ist, und der Punktmenge M gesucht
und die TangentenebeneSi = f sjnqi � (qi � s) = 0g von M in m i gebildet. Die zu minimierende
Fehlerfunktion ist dann:

E =
nX

i =1

((Rdi + t � m i ) � nm i )
2: (2.2)

Da dieseGleichung nicht in geschlossenerForm l•osbarist, wendenRusinkieviczund Levoy [25,26]
eine Linearisierung an, unter der Annahme von kleinen Rotationen und der Ann •aherung von
sin � mit � und cos� mit 0, wodurch Gleichung (2.2) zu

E �
nX

i =1

((m i � di ) � ndi + r � (m i � di ) + t � ndi )
2

wird, einem linearen Gleichungssystem,das sich nach der Transformation r = (� x ; � y ; � z)T und
t = (x; y; z)T au
 •osenl•asst.

2.1.2 Der Cox-Algorithm us

Der in seiner urspr•unglichen Version zum Zuordnen von Laserscan-Punktenzu Referenzlinien,
aus beispielsweiseeinem a priori Umgebungsmodell entwickelte Algorithm us von Cox [7] eignet
sich auch als Scanmatcher [16] und wird auch als solcher verwendet. F •ur die Verwendung zum
Scanmatching liegt der einzigeUnterschied in der De�nition desModells. Anstatt einegegebene
Karte der Umgebungals Referenzzu benutzen, wird vielmehr aus dem Referenzscaneine Lini-
enkarte extrahiert. Anders als beim ICP wird nun zu jedem Punkt des einen Scans,nicht der
n•achste Punkt aus dem Referenzscanbestimmt, sonderndas n•achste Liniensegment.

Der Algorithm us besteht dann aus folgendenvier Schritten:

1. Finde zu jedem Punkt aus ScanD das n•achste Liniensegment aus dem ReferenzscanM .

2. Bestimme die Transformation (R; t), die auf D angewandt die quadrierte Gesamtdistanz
aller Punkte aus D zu ihren Referenzlinienaus M minimiert.
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16 KAPITEL 2. SCANMATCHING

(a) (b)

Abbildung 2.4: Beispiel von Laserscan-Punktenund einem Linienmodells.

3. Wende(R; t) auf D an.

4. WiederholeSchritt 1-3, bis die Distanz ausreichend klein ist. Die Komposition aller Trans-
formationen aus Schritt 3 ist die Gesamttransformation, welche die beiden Scansoptimal
aneinanderf•ugt.

Abbildung 2.4(a) zeigt beispielhaft die Punkte einesScansund die Linien einesReferenzscans.
Der ScandessenPunkte zu sehenist, ist leicht gegenden Uhrzeigersinngedreht und nach rechts
oben verschoben. Betrachtet man nun die Punkte, so erkennt man, dass f •ur die meisten von
ihnen das am n•achsten liegendeLiniensegment auch die korrekte Referenzlinieist. Es erscheint
also o�ensichtlich, dassdie Minimierung der Abst •ande durch eine quadratische Fehlerfunktion
auch zu einem guten Ergebnis f•uhren wird.

Jedoch wird immer nur der Abstand zur Referenzlinie minimiert. Die Position auf der Linie
spielt dabei keineRolle. Wenn der initiale Fehler gro� ist oder die Punkte ung•unstig verteilt sind,
zum Beispiel viele am Ende von Liniensegmenten liegen, kann espassieren,dassdie Zuordnung
zu Referenzlinien fehlerhaft ist und der Algorithm us langsam, gar nicht oder mit einem nicht
zufriedenstellendenErgebnis konvergiert.

In Abbildung 2.4(b) erkennt man eventuell auftretende Probleme. Durch Anwendung des Al-
gorithmus werden diesebeiden Scansvermutlich falsch aneinandergef•ugt. Die Punkte der waa-
gerechten Linien bewirken, dassder durch Punkte dargestellte Scanein wenig nach rechts ver-
schoben wird, so dass diese Punkte mit den Linien •ubereinstimmen. Die Punkte der unteren
waagerechten Linie werden jedoch vermutlich nach oben gezogen,da sie n•aher an dem oberen
waagerechten Liniensegment liegen, w•ahrend die Punkte der oberen waagerechten Linie n•aher
an der senkrechten Linie liegen und somit dieserzugeordnetw•urden.

F•ur die Minimierung der Fehlerfunktion in Schritt zwei werden die Liniensegmente zu Geraden
erweitert. Wir bezeichnendie ReferenzgeradeeinesjedenPunktes di mit L i = (ui ; r i ), wobei ui =
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2.1. PAARWEISES SCANMATCHING 17

(ux ; uy)T ein zur Referenzlinieorthogonaler Einheitsvektor ist und r i = ui � zj dasSkalarprodukt
von di mit jedem Punkt zj der Referenzlinie.

Bezeichnen wir die Roboterposemit pr obot, dann wird die Translation b = (R; t), bestehendaus
einer Rotation R des gesamten Scansum � gegenden Uhrzeigersinn um die Roboterposemit
anschlie�ender Translation um t = (t x ; ty), beschrieben als

 
cos� � sin �

sin � cos�

!

(di � pr obot) + pr obot + t:

Dies l•asst sich approximieren durch

�

 
0 � 1

1 0

!

(di � pr obot) + pr obot + t: (2.3)

Unter Verwendung von (2.3) l•asst sich die Distanz eines Punktes di zu seiner Referenzlinie
beschreiben als

dist(di ; L i ) =

0

B
@

ux
i

uy
i

ud
i

1

C
A � b� r i + ui � di

mit

ud
i = ui

 
0 � 1

1 0

!

(di � pr obot);

woraus sich folgendequadratische Fehlerfunktion ergibt:

E(b) =
nX

i =1

dist(di ; L i )2

= (X b� Y )T (X b� Y )

mit

X =

0

B
@

ux
1 uy

1 ud
1

: : : : : : : : :

ux
n uy

n ud
n

1

C
A und Y =

0

B
@

r1 � u1 � d1

: : :

rn � un � dn

1

C
A :

Die Minimierung dieserFehlerfunktion erreicht man durch die Ableitung

@E
@b

�
b̂
�

= 0;

was als L•osungdie Transformation

b̂ =
�
X T X

� � 1
X T Y

ergibt, die den Fehler verringert. Die Anwendung von b̂ auf ScanD f•uhrt zu einer verbesserten
Anordnung der Scans.WiederholtesAnwendendesAlgorithm us f •uhrt in endlicher Zeit zu einem
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18 KAPITEL 2. SCANMATCHING

Minim um von E. Die ben•otigte Laufzeit ist, wie auch beim ICP-Algorithm us, O(k � n � l ) bei k
Iterationen, n Punkten in D und l Linien in M . Hinzu kommt der Aufwand f •ur die Extraktion
der Linien, der abh•angig von der Struktur des Scans(ungeordnet, geordnet) im Best-Casein
O(n) und im Worst-Casein O(n2) liegt.

Ein Problem desCox-Algorithm us ist, dasser nicht ohneweitereserweiterbar ist f •ur dreidimen-
sionalePunktwolken. Eine M•oglichkeit besteht darin, anstelleder ReferenzlinienReferenzebenen
zu verwenden.Dies w•urde aber einenerheblichen Aufwand f•ur die Extraktion dieserEbenenaus
einem Scanbedeuten.

2.1.3 Scanmatc hing mit Histogrammen

Eine weitere Methode zum Scanmatching, die f•ur zweidimensionaleScansausgelegtist, verwen-
det Histogramme [16,37]. Daf•ur wird jeder Scan als Winkelhistogramm und sp•ater auch als
x=y-Histogramm repr•asentiert.

Um ein Winkelhistogramm zu erstellen, m•ussendie Scanpunkteals Vektoren interpretiert wer-
den, das bedeutet eine Darstellung der Punkte als Ortsvektoren im lokalen Koordinatensy-
stem des Scansmit Ursprung in der Position des Roboters und der Roboterorientierung als
Koordinatenachsen. Durch dieseInterpretation ist es m•oglich die Di�erenz zwischen zwei auf-
einanderfolgendenScanpunkten zu bilden. Im Winkelhistogramm werden nun die Winkel der
Di�erenzv ektoren abgetragen.Der Winkel am Punkt pi ergibt sich folglich aus dem Vektor vom
Punkt pi zum Punkt pi +1 und betr•agt

� i =
�

x i +1 � x i

yi +1 � yi

�
:

Ein solches Histogramm zeigt Maxima bei den Richtungen, welche den Scandominieren, z. B.
bei den W•anden einesRaumes.Das globale Maximum � 0 wird als die Hauptrichtung desScans
bezeichnet. Eine wichtige Eigenschaft ist die Invarianz gegen•uber Rotation. Die einzigequalita-
tiv e Ver•anderung ist eine horizontale Verschiebung desWinkelhistogramms.Die Verteilung der
Maxima und Minima bleibt davon unber•uhrt.

Aus diesemGrund l•asst sich aus der Struktur zweier Winkelhistogramme von aufeinanderfol-
gendenScansdie Rotation desRoboters bestimmen, indem die Phasenverschiebung in Rotation
umgerechnet wird. Dies geschieht beispielsweisemit der Kreuzkorrelationsfunktion

K j (HM ; HD ) =
nX

i =1

HM (i )HD (( i + j ) mod n + 1);

wobei HM und HD die (zirkul •aren) Histogramme zu den ScansM und D sind und jH M j =
jHD j = n die Gr•o�e der Histogramme ist. j ist die Verschiebung zwischen den beiden Histo-
grammen und entspricht dem Winkel � � , um den M und D verschieden sind.

Aus einem Winkelhistogramm l•asst sich zwar die Rotation ablesen,nicht aber die Translation.
Um diese zu bestimmen, werden im zweiten Schritt x=y-Histogramme erstellt. Dazu werden
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2.1. PAARWEISES SCANMATCHING 19

(a) Rotation (b) x-Translation (c) y-Translation

Abbildung 2.5: Die drei Schritte desScanmatchings mit Histogrammen. Quelle: [23]

zuerst beide Scansparallel zur x-Achse an der Hauptrichtung ausgerichtet und somit der Un-
terschied zwischen ihnen korrigiert, indem ScanM um � � 0 und ScanD um � � 0 + � � gedreht
wird.

Die bei Winkelhistogrammen nat•urlich vorliegende Zirkularit •at wird durch eine Faltung mit
f (x; y) = (x mod sizex ; y mod sizey) erzeugt.Anschlie�end werdenzwei Histogrammeerstellt.
Das x-Histogramm repr•asentiert die Scanpunkteals diskrete Verteilung der x-Koordinaten, das
y-Histogramm die y-Koordinaten. Daraus lassensich die n•otigen Translationen in x- und y-
Richtung •uber die Kreuzkorrelationsfunktion bestimmen.

Ein Problem der Histogrammeist die Genauigkeit. Belegt man siemit einerzu feinenSkalierung,
f•uhrt das gegebenenfalls dazu, dass verrauschte Messungendie Histogramme stark ver•andern
und Minima oder Maxima nicht eindeutig erkennbar sind. Eine sehr grobe Einteilung wiederum
verhindert eine genaueBerechnung der anzuwendendenTranformationen. Da die Existenz von
Minima und Maxima essentiell ist f•ur die Funktionalit •at desMatchings, bekommt die Wahl der
entsprechenden Skalierung einen besonderenStellenwert. Verf•ugen die Scans •uber keine klare
Richtung, schl•agt das Matching fehl.

DesWeiteren ergibt sich auch hier dasProblem, dassdie Erweiterung auf einedritte Dimension
nicht trivial ist. Thrun et al. [13] verwenden dennoch Histogramme zur Verbesserungihres
dreidimensionalen Scanmatching Algorithm us. Ihr System verf•ugt •uber einen horizontal und
einen vertikal befestigten Laserscanner.Um Ebenen zu extrahieren werden Histogramme von
den Daten beider Scannerangefertigt.

F•ur die Verwendungmit einem3D-Laserscanner,der durch Drehung Dreidimensionalit•at erreicht
sind geometrische Transformationen notwendig um horizontale und vertikale Linien korrekt zu
identi�zieren.

2.1.4 Merkmalsbasiertes Scanmatc hing

F•ur die Lokalisierung einesautonomenmobilen Roboters existieren Methoden, die besondersin
bekannten Umgebungensehr e�ektiv sind. Anhand bestimmter Landmarken kann ein Roboter
schnell erkennen,wo er sich in einer ihm bekannten Umgebung be�ndet. Dazu greift er h•au�g
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20 KAPITEL 2. SCANMATCHING

Abbildung 2.6: Ecken als Merkmale. Quelle: [28]

auf Kamerabilder zur•uck. In •ahnlicher Form existieren aber auch Verfahren mit Laserscans,die
auch zur Kartierung verwendbar sind [16].

Sha�er et al. verwendenmerkmalsbasiertesScanmatching bei Roboterfahrten in Minen [28]. Als
Merkmale werden aus einem jeden Scan Ecken und Liniensegmente detektiert. Es wird unter-
schiedenzwischensichtbaren Ecken,die auszwei sichtbar aufeinandertre�enden Liniensegmenten
bestehen,und verdeckten Ecken, bei denenein Liniensegment Teile einesanderenverdeckt. Ei-
ne jede Ecke wird durch die vier Parameter x, y, konkaverWinkel und Bisektoren-Orientierung
de�niert. Abbildung 2.6 stellt dieseParameter dar.

Liniensegmente werden durch ihre L•ange, ihre Orientierung und und ihre Entfernung zum Ur-
sprung de�niert.

Der Matchingprozessbasiert auf einer gut approximierten Roboterpose und Merkmalen mit
geometrischem Informationsreichtum. Es werdenKorrespondenzenzwischen den Merkmalen des
aktuellen Scanund denendesReferenzscansbestimmt. Dabei werden zun•achst jene Merkmale,
die eindeutig mit einem Merkmal desReferenzscans•ubereinstimmen,gesucht und anschlie�end
auch solche, die unter Verwendung einer Toleranzgrenze •Ahnlichkeit zu den Merkmalen des
Referenzscanshaben. Die anzuwendendeTranformation ist die, welche die meisten eindeutigen
und nicht eindeutigen Paare aufeinanderzieht.

Zur Bestimmung der exakten Transformation wird wiederum eineFehlerfunktion minimiert, um
die DistanzenzwischendengefundenenMerkmalspaarenzu minimieren. F •ur jedesMerkmalspaar
l•asst sich nach der iterativ en Gauss-Newton-Methode ein Fehlerterm
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2.2. GLOBAL KONSISTENTES SCANMATCHING 21

aufstellen mit den Fehlerwerten ei , die f•ur Linien die Di�erenz in der Orientierung und dem
Abstand zum Ursprung sind und f•ur Ecken die Di�erenz in den x- und y-Koordinaten. dx , dy

und d� sind die Transformationsdi�erenzen zwischen den aufeinanderfolgendenIterationen. In
geschlossenerForm l•asstsich eineL•osungf•ur die Gesamttransformation �nden, die die Distanzen
zwischen allen Merkmalspaarenminimiert.

Stamos et al. [30] verwenden merkmalsbasiertesScanmatching anhand von Linien und Ebe-
nen f•ur dreidimensionale Laserscans.Die Objekte, die aus einem Laserscan extrahiert und
detektiert werden, sind planare Bereiche P, deren •au�ere und innere Grenzen B in und Bout ,
und die Grenzlinien L in und L out . Jede dieser Grenzlinien wird de�niert durch ein F•unftup el
(pstar t ; pend; pid ; n; psiz e), bestehendaus Startpunkt pstar t , Endpunkt pend, der zugeh•origen Ebe-
ne, repr•asentiert durch einen eindeutigen Bezeichner pid , der Normalen der Ebene n und der
Gr•o�e der Ebenepsiz e, gegeben durch die Anzahl der Punkte auf der Ebene,dem Abstand zum
Ursprung und der Fl•achennormalen.

Der paarweise Matching-Algorithm us arbeitet mit einer Menge von Grenzlinien und den ent-
sprechendenFl•achen der beiden Scans.In einem ersten Schritt werden korrespondierendeLini-
enpaaregesucht und jene Paare herausge�ltert, deren L•angen- oder Fl•achenverh•altnisse nicht
in einem vorde�nierten Bereich liegen. Im n•achsten Schritt werden alle Paare in lexikographi-
scher Reihenfolgesortiert. Beginnend beim ersten Linienpaar wird eine passendeTransforma-
tion (R; t) bestimmt, welche die Anzahl der Paare bestimmt, deren Entfernung durch (R; t) in
einembestimmten Toleranzbereich liegt. Nachdem dieseBerechnung f •ur alle Punktpaare durch-
gef•uhrt wurde, wird die Transformation ausgew•ahlt, die Korrespondenzenzwischen den meisten
Punktpaaren rechtfertigt und mit diesenPunktpaaren der gewichtete Algorithm us der kleinsten
Quadrate durchgef•uhrt, um die optimale Tranformation zu bestimmen.

W•unstel et al. [39] verwendenein •ahnlichesVerfahrenund f•ugenausLaserscansextrahierte Ebe-
nen zusammen.Dabei machen sie sich zu Nutzen, dassviele Umgebungenvon geradenFl •achen
dominiert sind. Sie detektieren in LaserscansW•ande und analysierendie Beziehungen zwischen
diesen. F•ur jeden Punkt wird der Normalenvektor und die Projektion auf eine durch Nach-
barpunkte erstellte Ebene bestimmt. Mittels Singul•arwertzerlegung wird dann die zugeh•orige
Ebeneberechnet. Durch Vergleich mit Nachbarregionenwerden EbenendesScansgesucht. An-
schlie�end werdenanalogzu dem Verfahren von Stamoset al. auszwei Scanskorrespondierende
vertikale Ebenengesucht und mit dieseneine Transformation bestimmt, die den Abstand zwi-
schen den Paaren minimiert.

Der Vorteil von merkmalsbasiertemScanmatching ist, dassdie Wahrscheinlichkeit, ein lokales
Minim um anstelle einesglobalen zu erreichen, deutlich sinkt. Der Nachteil ist allerdings, dass
die Extraktion von Merkmalen sehr zeitaufw•andig sein kann.

2.2 Global konsisten tes Scanmatc hing

Die bislang in diesemKapitel beschriebenen Verfahren arbeiteten alle mit jeweils zwei Laser-
scans. In den meisten praktischen Anwendungen hat man es aber mit deutlich mehr Scans
zu tun. Dabei ist es nat•urlich m•oglich, das gleiche Verfahren mehrfach anzuwenden und die
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22 KAPITEL 2. SCANMATCHING

Scans nacheinander zu registrieren, indem man die Tranformation des i -ten Scans auch auf
alle nachfolgenden anwendet. Dieseskann jedoch zu unerw•unschten E�ekten f•uhren. Da ein
Scanmatching nie zu perfekten Ergebnissenf•uhrt, sondern in jedem Schritt Fehler aufweist,
wird beim Weiterreichen der •Anderungen auch der Fehler fortgep
anzt. Wenn sich nun mehrere
Scans•uberlappen, kann die Summierung dazu f•uhren, dassein Scanzwar an seinenVorg•anger
gut angepasstist, aber im Vergleich zu anderenScanssehr fehlerhaft angeordnetwird.

Global konsistentes Scanmatching ist der Versuch, eineMengevon Scanssoaneinanderzu f •ugen,
dassjeder Scanzu jedem anderenrichtig positioniert ist. Hierbei gibt esverschiedeneAns•atze,
die, je nach Art der Anwendung, unterschiedlich gute Ergebnisseliefern.

Bei Umgebungen,in denen jeder Scan unabh•angig von der Reihenfolgeder Aufzeichnung eine
•Uberlappung mit einer gro�en Anzahl von anderen Scansaufweist, erweisensich leichte Modi-
�k atoren einespaarweisenScanmatchings als hilfreich [26]. Eine M•oglichkeit ist es, einen Scan
als Ankerpunkt auszuw•ahlen. Alle anderen Scanswerden per Scanmatching an diesen Anker
angepasst.DiesesVerfahren verlangt jedoch, dassder Ankerscaneinen gro�en Teil der gesam-
ten abzubildenden Umgebung umfasst. Manchmal erreicht man das durch einen besonderen,
einen zylindrischen Scan, der ein ganzesObjekt umfasst, f •ur Kartierung ist dies jedoch wenig
praktik abel.

Alternativ ist esm•oglich, jedenScanan der Vereinigungaller vorherigenauszurichten. Dies f •uhrt
allerdings in vielen F•allen zu einem enormen zus•atzlichen Rechenaufwand. Au�erdem wird so
nicht unbedingt das Auftreten von Inkonsistenzenvermieden, wenn nur der letzte Scan in die
bestm•ogliche Position gebracht wird, seineVorg•anger aber unver•andert bleiben. Wird auf diese
Weisean mehrerenStellen desModells gearbeitet, tritt auch hier inkonsistentes Verhalten auf.

Deswegen entsteht die Notwendigkeit, auch die vorherigen Posen anzupassen.Eine m•ogliche
Struktur ist in Abbildung 2.7 zu sehen.Betrachtet man die zu erstellendeKarte als globales
Modell, bestehendaus allen Laserscansund deren Posen, m•ussenbeim Hinzuf•ugen eines je-
den ScansX i zum Modell mehrere Schritte durchgef•uhrt werden. Zuerst wird X i ins globale
Koordinatensystem transformiert und an das Modell gematcht. Die neu hinzugewonnenenIn-
formationen werden verarbeitet und die restlichen ScansdesModells ebenfalls angepasst.

Eine •ahnliche Struktur ist auch beim HILARE Projekt verwendet worden, einem der ersten
Projekte, das sich mit Konsistenzenbei der dynamischen Modellierung befasst hat [18]. Dort
wurden ausLaserscandatenObjekte segmentiert. JederScanist •uber die Posemit dem globalen
Modell assoziiert und erh•alt zus•atzlich einen Wert, der die Unsicherheit der PosediesesScans
angibt. Wird ein neuerScandem Modell hinzugef•ugt, wird er an die bisherigenScansangepasst.
Sobaldein Objekt aus einemfr •uherenScanwiedererkannt wird, werdendie entsprechendenPo-
senmit Durchschnittsbildung erneuert. Ist die Posewahrscheinlichkeit des•alteren Scansgeringer
als die desaktuell einzuf•ugendenScans,wasder Normalfall ist, wenn der aktuelle Scanzu einem
sp•ateren Zeitpunkt der Roboterfahrt aufgenommenwurde, wird die sp•atere Posekorrigiert und
der Fehler auf die vorherigen Scansverteilt, mit geringeremE�ekt, je niedriger der Index des
Scansist.

Besondersbei Umgebungskartierung, welche die Exploration von unbekanntem Gel•ande bein-
haltet, sind besondereVoraussetzungengegeben. Hier werden die Scansanhand des Roboter-
pfads aneinander gereiht. Jeder Scan verf•ugt •uber •Uberlappungen mit einer geringen Anzahl
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Abbildung 2.7: Struktur einesinkrementellen global konsistenten Scanmatchingalgorithmus.

von Vorg•angern und Nachfolgern. Gemeinsamkeiten mit zeitlich weiter entfernt liegendenScans
sind eher selten. In diesemFall bedeutet eseinenerheblichen unn•otigen Aufwand, alle Scanszu
ber•ucksichtigen. Vielmehr ist essinnvoll, gezielt nach Schleifen zu suchen, nach Roboterpositio-
nen, die sich im Bereich der Poseeinesfr •uheren Scansbe�nden.

N•uchter et al. [21,31] benutzen ein Verfahren speziell f •ur eine gro�e Schleife, das hei�t eine
Roboterfahrt, bei der Start- und Endpunkt beinahe identisch sind. Der Algorithm us erkennt
eine geschlosseneSchleife, indem er •uberpr•uft, ob •Ubereinstimmungen desaktuellen Scansmit
dem ersten vorliegen. Ist dies der Fall, wird der berechnete Fehler •uber alle Scansder Schleife
gleichverteilt. Des Weiteren wird ein von Pulli [22] vorgestelltesVerfahren in leicht ver•anderter
Form angewendet. Eine Schlange wird mit dem ersten Scan initialisiert, dessen�xierte Pose
von nun an die Basis f•ur das globale Koordinatensystembildet. Dann werden folgendeSchritte
durchgef•uhrt, bis die Schlange leer ist:

1. Der erste Scanwird aus der Schlange entfernt. Er ist nun der aktuelle Scanund bildet die
Punktmenge D.

2. Ist der aktuelle Scan nicht der Startscan, werden alle Nachbarscans,jene Scans,die mit
ihm mehr als p Punktpaare haben, ausgew•ahlt, um die Punktmenge M zu bilden. D wird
mit dem ICP-Algorithm us an M angepasst.

3. Wenn dasErgebnisdeszweiten Schritts eineTransformation desaktuellen Scanserfordert,
wird dieseangewandt und alle Nachbarscans,die sich nicht bereits in der Schlangebe�nden,
hinzugef•ugt.

Arb eiten von Durrant-Wh yte besch•aftigen sich ebenfalls mit diesem Problem [18]. In diesen
Arb eiten besteht das Umgebungsmodell auseiner Mengevon r•aumlichen Beziehungen zwischen
Objekten. Mit einem probabilistischen Fusionsalgorithmus, •ahnlich dem Kalman-Filter (vgl.
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2.2.2), werdenneueMessungen,in diesemFall neueScans,in das a priori Modell integriert. Die
Konsistenz des Modells wird durch explizite Verbindungen zwischen den Schleifen des Netzes
gewahrt.

2.2.1 Closing the Lo op

Ein Problem, das ma�geblich an der Schwierigkeit von global konsistentem Scanmatching be-
teiligt ist, ist die Frage, wie man zwei zueinandergeh•orendeScanserkennt, allgemeinergesagt,
wie man erkennt, wann der Roboter sich wieder in der N•ahe einer bereits einmal befahrenen
Position be�ndet, denn die meistenScanmatchingverfahren ben•otigen eineausreichend gute An-
fangssch•atzung um •uberhaupt funktionieren zu k•onnen.Daf•ur ist esnotwendig, den Roboter zu
jeder Zeit lokalisieren zu k•onnen, in anderen Worten, den zur•uckgelegten Weg des Roboters
ausreichend gut nachvollziehen zu k•onnen.

Die einfachste Methodehierf•ur ist die Verwendungvon Odometrie. Mittels der Radumdrehungen
des Roboters kann man den zur•uckgelegtenWeg einesRoboters aufzeichnen und somit Robo-
terposen identi�zieren, die nah aneinander liegen. Leider unterliegen Odometriedaten gro�en
Fehlern. Durch wechselndenUntergrund oder Kurv enfahrten wird esschwieriger, gute Ergebnis-
sezu erzielen.Eine Abhilfe scha�t dort die Kombination mit einemDrehratensensor(Gyroskop).
Durch ein Gyroskop l•asst sich bei konstanter Geschwindigkeit der Winkel der Drehung bestim-
men.Besondersgute Messungenerzielt man bei tats•achlichen Drehungen,dort wo die Odometrie
h•au�g fehlschl•agt. Auf geraderStrecke sind Odometriedaten zuverl•assiger,da ein Gyroskop ei-
nem Drift unterliegt. Durch Kombination der beiden Messungenlassensich gute Ergebnisse
erzielen.

Eine Alternativ e bietet die Verwendung von GPS-Daten. Diesesind nicht so fehleranf•allig und
verf•ugen •uber den deutlichen Vorteil unabh•angig von einem Anfangswert zu sein. Das bedeutet
insbesondere,dassdie Sch•atzung nicht mit zunehmenderZeit schlechter wird, da sich die Fehler
nicht aufsummieren.Nachteile liegen jedoch in der lokalen Ungenauigkeit und in der schlechten
Verf•ugbarkeit, besondersin Geb•auden.

Verfahren, die weniger stark von Posesch•atzungen abh•angig sind, basierenauf der Erkennung
von Merkmalen. Newman et al. verwendendas ATLAS-System [19], das auf Basis einesSLAM-
Algorithm us einen Graph aus den lokalen Karten und ihren Verbindungen erstellt. Jede lokale
Karte wird dabei mit einer Unsicherheit belegt, sowie auch jede Kante mit der Unsicherheit der
Transformation belegt wird, mit der eine Karte auf die anderetransformiert werden kann.

Das Au�nden von Schleifen geschieht dabei durch einenMatching-Algorithm us. Bei jeder neuen
lokalen Karte, die zum Graphen hinzugef•ugt wird, wird •uber die Unsicherheit ausdem Graphen
bestimmt, welcher Knoten den neuen•uberlappen k•onnte. Dabei gilt f•ur nicht direkt verbundene
Knoten jeweils der k•urzesteWeg nach dem Dijkstra-Shortest-Path-Algorithm us.

Aus den so erreichten Kartenpaaren wird eine Liste von Merkmalen erstellt. Nun werden zuerst
ausjeder Liste jeneMerkmale entfernt, die einemanderenMerkmal derselben Karte entsprechen
k•onnten. Anschlie�end werden aus den beiden Listen zweier potentiell korrespondierenderKar-
ten Paaregesucht. F•ur jedesdieserPaarewird eineTranformation bestimmt, welche die Karten
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aufeinanderabbildet. Aus allen Tranformationen wird die Kovarianz f •ur die besteTransformati-
on bestimmt, welche in den Graphen eingetragenwird. Eine Kante gilt so langeals unbest•atigt,
bis sie durch eine weitere Korrespondenzbest•atigt wird.

M•ogliche Merkmale sind hier beispielsweiseLinien oder Ecken aus Laserscansaber auch durch
andereSensorenerlangten Daten wie visuelle Merkmale aus Kamerabildern.

2.2.2 Probabilistisc hes Scanmatc hing

Eine sehr gebr•auchliche Methode, Karten zu erstellen, arbeitet auf probabilistischer Basis [34],
da Kartierung in der Robotik durch Unsicherheiten und Sensorrauschen charakterisiert ist.

Allgemein durch einen Bayes Filter formuliert, wird dann die Sch•atzung einer Karte M und
einer Roboterposest zum Zeitpunkt t gegeben durch

P(st ; M jot ; at ) = �P (ot jst ; M )
Z

P(st jst � 1; at )P(st � 1; M jot � 1; at � 1)dst � 1: (2.4)

Dabei sind ot die Beobachtungen oder Sensormessungen(Kamera, Laserscanner,usw.) zum Zeit-
punkt t und at Aktionen, beispielsweiseBewegungskommandosoder Odometriemesswerte, im
Zeitintervall [t � 1; t). Mit ot = o1; o2; :::; ot und at = a1; a2; :::; at wird die Menge alle Beobach-
tungen, beziehungsweiseAktionen bis zum Zeitpunkt t bezeichnet. Da angenommenwird, dass
die Welt statisch ist, existiert kein Zeitindex f•ur M .

Wichtig f•ur die Sch•atzung (2.4) ist das Wahrnehmungsmodell P(ojs;M ), das in probalistischer
Art und Weise das Generierenvon Sensordatenvon einer Roboterposes und einer Karte M
beschreibt. DesWeiteren ben•otigt man dasBewegungsmodell P(sja; s0), dasf•ur die Wahrschein-
lichkeit steht, dasseine im Zustand s0 ausgef•uhrte Aktion a zum Zustand s f•uhrt. Diesebeiden
Modelle sind allgemein in der Robotik zeitunabh•angig. DieseDarstellung l•asst sich jedoch nicht
ohneweiteresin eineImplementation •uberf•uhren, da die Wahrscheinlichkeitsverteilung •uber den
Raum der Karten und Zust•andeunendlich viele Dimensionenhat. Aus diesemGrund ist esnot-
wendigZusatzannahmenzu machen,um wahrscheinlichkeitsbasierteAlgorithmen zur Kartierung
zu entwickeln.

Tabelle 2.1 gibt einen kurzen •Uberblick •uber einige der wichtigsten unterschiedlichen Ans•atze
auf diesemGebiet. Das Feld Repr•asentation gibt an, auf welche Weisedie Karte repr•asentiert
wird. Bei der Unsicherheit wird unterschiedenzwischen Maximum-Likelihood Methoden, bei de-
nen eine einzigeSch•atzung f•ur die Karte aufrechterhalten wird und der a posteriori Verteilung
bei der die Karte zusammenmit ihrer Wahrscheinlichkeit charakterisiert wird. Die Konvergenz-
eigenschaften der Algorithmen werden ebenso aufgezeigt, wobei die Konvergenz des EM mit
schwach bewertet wird, da sie auf lokale Karten beschr•ankt ist. Weitere Felder beschreiben, ob
der Algorithm us zu lokalen Minima neigt, ob er inkrementell und somit eventuell in Echtzeit
ausgef•uhrt werdenkann und ob die exakten PosendesRoboters bekannt sein m•ussen.Es folgen
die Arten desSensorrauschens,die F•ahigkeit Schleifen abzubilden und die maximale Dimensio-
nalit •at der generierbarenKarten. Die letzten beiden Felder geben an, ob ein Algorithm us mit
unbekannten Korrespondenzen,wie mehreren•ahnlichen Objekten in einer Umgebung,umgehen
kann undob Rohdaten verarbeitet werden k•onnen oder eine Vorverarbeitung n•otig ist.
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Tabelle 2.1: Versuch die wichtigsten Kartierungsalgorithmen zu vergleichen. Quelle [34]

Kalman EM Incremental
ML

Hybrid Occupancy
Grids

Repr •asenta-
tion

Landmark en Hindernis-
punkte

Landmark en
oder Gitterk ar-
ten

Hindernis-
punkte

Belegtheits-
gitter

Unsic herheit a posteriori Po-
sen und Karte

Maxim um-
Lik elihood
Karte

(lokale)
Maxim um-
Lik elihood
Karte

Maxim um-
Lik elihood
Karte

a posteriori
Karte

Kon vergenz stark schwach? nein nein stark

Lok ales Mini-
m um

nein ja ja ja nein

Inkremen tell ja nein ja ja ja

Posen b en•otigt nein nein nein nein ja

Sensor-
rausc hen

normalv erteilt beliebig beliebig beliebig beliebig

Kann Schleifen
abbilden

ja ja nein ja (nicht ver-
schachtelt)

unbekannt

Kartendimen-
sionalit •at

� 103 unbegrenzt unbegrenzt unbegrenzt unbegrenzt

Korresp on-
denzen

nein ja ja ja ja

verarb eitet
Rohdaten

nein ja ja ja ja

Kalman-Filter

Die Kartierung mit einem Kalman-Filter unterliegt den Annahmen, dassdas Bewegungsmodell
und dasWahrnehmungsmodell abgesehenvon einemgaussverteilten Fehler linear sind und auch
die initiale Unsicherheit gaussverteilt ist.

Der Standard Kalman-Filter [16] ist ein stochastischer Prozess•uber eine Folge von Zustands-
variablen x t 2 Rn mit den Messungenot 2 Rm , das •uber die Eingaben at 2 Rl gelenkt wird.
Eingaben sowie Beobachtungen sind fehlerbehaftet. Gesucht wird nun eine optimale Sch•atzung
destats•achlichen Zustands x t .

Unter Verwendung der Zustands•ubergangsmatrizenA 2 Rn� n , B 2 Rn� l und H 2 Rm� n und
dem normalverteilten Rauschen w 2 Rm und v 2 Rm gilt:

x t = Ax t � 1 + B at � 1 + wt � 1

ot = H x t + vt :

Da die Roboterposein der Regel jedoch nicht durch eine lineare Funktion gegeben ist, wird f •ur
den erweiterten Kalman-Filter (EKF) eine lineare Approximation durchgef•uhrt:

x t = f (x t � 1; at � 1; wt � 1) � ~x t + A t (x t � 1 � x̂ t � 1) + Wt wt � 1

ot = h(x t ; vt ) � ~ot + H t (x t � x̂ t ) + Vtvt :
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Dabei ist x̂ t 2 R eine a priori Sch•atzung desZustandesx t , abh•angig von den vorhergegangenen
Zust•anden und ~x t eine a posteriori Sch•atzung nach gegebener Messungot . Um fehlendeWerte
f•ur das Rauschen zu ber•ucksichtigen, verwendet man in der Praxis folgendeApproximation:

~x t = f (~x t � 1; at � 1; 0)

~ot = h(~x t ; 0):

Mit 0 wird ein Vektor (0; :::; 0)T der passendenDimension bezeichnet. Die weiteren Bausteine
der Approximation sind die Jakobi-Matrizen der partiellen Ableitungen von f und h nach x und
w:

A [i;j ]
t =

@f [i ]

@x [j ]
(x̂ t � 1; at � 1; 0) =

0

B
B
@

@f [1]

@x [1] : : : @f [1]

@x [n ]

...
. . .

...
@f [n ]

@x [1] : : : @f [n ]

@x [n ]

1

C
C
A

W [i;j ]
t =

@f [i ]

@w[j ]
(x̂ t � 1; at � 1; 0)

H [i;j ]
t =

@h[i ]

@x [j ]
(x̂ t ; 0)

V [i;j ]
t =

@h[i ]

@w[j ]
(x̂ t ; 0) :

F•ur den erweiterten Kalman-Filter bedeutet das, dassdie Aktualisierung des EKF, das hei�t,
die Vorhersagedesa priori Zustandes•uber die Gleichungen:

~x = f (x̂ t � 1; at � 1; 0)
~Pt = A t Pt � 1AT

t + WtQt � 1W T
t

gegeben wird. Die Aktualisierung des EKF bei neuer Messung,die Korrektur der a posteriori
Sch•atzung, geschieht durch:

K t = ~Pt H T
t (H t ~Pt H T

t + VtRt V T
t )� 1

Pt = (I � K t H t ) ~Pt

x̂ t = ~x t + K t (ot � ~ot ):

Das Rauschen wird •uber die Kovarianzmatrizen Qt und Rt bestimmt mit wt � @(0; Qt ) und
vt � @(0; Rt ). Die Kalman-Gewinnmatrix K t minimiert die a priori Fehlerkovarianzmatrix ~P.
Dadurch ergibt sich die a posteriori Sch•atzung x̂ t mit der Fehlerkovarianz P als Linearkom-
bination aus der a priori Sch•atzung ~x t und der gewichteten Di�erenz zwischen Messungund
Sch•atzung der Observation ot .

Das Ergebnis dieserFilterung ist beweisbar optimal, im Sinne einer Minimierung der Fehlerko-
varianz desvorhergesagtenZustandes.

Der Vorteil desKalman-Filter-Ansatzes liegt in der F•ahigkeit desKalman-Filters, einekomplette
a posteriori Sch•atzung online zu erstellenund dabei die Unsicherheit der Karte zu behalten. Ein
Nachteil liegt in der Annahme von normalverteilten Fehlern, was dazu f •uhrt, dass Kalman-
Filter nicht mit unbekannten Korrespondenzenumgehen k•onnen, da diesesein multimo dales
Fehlermodell verlangt.
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Abbildung 2.8: (a) Rohdaten einer zyklischen Umgebungmit nicht unterscheidbaren Landmarken. (c)
Mit EM angepassterRoboterpfad. (b) und (d) Belegtheitsgitterkarten der Roboterpfade aus (a) und (c).
Quelle: [34]

Erw artungsmaximierung

Erwartungsmaximierung ist einebekannte Alternativ e zum Kalman-Filter, die durch die Unter-
teilung in zwei Schritte, denErwartungs- und denMaximierungsschritt, charakterisiert wird [27].
Das Prinzip liegt darin, in jedem Zeitschritt die erwarteten Werte f •ur unbekannte Gr•o�en (

"
ver-

steckte\ Variable) zu berechnen und dieseSch•atzungensozu behandeln,als w•aren sie tats•achli-
che Beobachtungen.

Der EM-Algorithm us f•ur alle gesammeltenDaten dt und alle
"
versteckten\ Variablen s� liefert

die Karte
M [i +1] = argmax

M

X

�

P(s� jM [i ]; dt ) logP(o� js� ; M )

| {z }
E r war tung s� Schr itt

| {z }
M aximier ungs� Schr itt

:

Der Erwartungs-Schritt setzt sich zusammenaus der log-Likelihood der Sensormessungenund
dem Term P(s� jM [i ]; dt ), der dasa posteriori der

"
versteckten\ Posens� , gegeben der zum Zeit-

punkt t vorhandenenDaten dt ist, wasder Sch•atzung der log-Likelihood der bereitsverarbeiteten
Daten entspricht. Dabei werden, auch im Fall � < t, f •ur die Sch•atzung von s� alle im Intervall
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[1: : : t] gesammeltenDaten ber•ucksichtigt. Dies hat zur Folge, dasseinmal gemachte Sch•atzun-
gen durch sp•ater erworbeneDaten validiert werden und die Posengegebenenfallsnachtr •aglich
ver•andert werden.

Der Maximierung-Schritt ist nun daf•ur verantwortlich, die aktuell besteKarte auszuw•ahlen, die
als Grundlage f•ur den n•achsten Schritt dient. Hierzu wird die Karte bestimmt, die unter den im
E-Schritt berechneten Erwartungen die log-Likelihood der SensormessungenlogP(o� js� ; M ) f•ur
alle Zeitpunkte � und alle Posens� maximiert.

Da f•ur diesesProblem keine L•osung in geschlossenerForm existiert, arbeiten viele Verfahren
daran, f•ur jede Position auf der Karte einzelnein Ergebnis zu bestimmen[34]. Dies setzt jedoch
eine endliche Anzahl an Positionen der Karte voraus, was zu einer weiten Verbreitung von
Gitterk arten f•ur die Kartierung mittels Erwartungsmaximierung gef•uhrt hat.

Ein gro�er Vorteil des EM-Ansatzes liegt in der F•ahigkeit, Posesch•atzungen nachtr •aglich zu
ver•andern. Durch die wiederholte Berechnung der a posteriori Posen k•onnen mehrere Hypo-
thesengleichzeitig aufrechterhalten werden und so auftretende Korrespondenzenbest•atigt oder
verworfen werden. Dies wird aus den in Abbildung 2.8 dargestellten Ergebnissendeutlich. Die
Daten repr•asentieren eine mit einem Roboter gefahreneSchleife. Aus den Sensordatenk•onnen
die in Abbildung (a) skizzierten Landmarken extrahiert werden. Die fehlerhaften Odometrieda-
ten erlauben esnicht, einezusammenh•angendeKarte zu erstellen.Wird der Roboterpfad jedoch
ein zweites Mal befahren und die Daten mit dem EM-Algorithm us bearbeitet, k•onnen Korre-
spondenzenzwischen den erkannten Landmarken gefunden werden und man erh•alt die in (c)
und (d) gezeigtenErgebnisse.

Die Schw•achen des Algorithm us liegen in der Laufzeit. Die verwendeten Wahrscheinlichkeiten
m•ussendurch aufwendige Berechnungen immer neu bestimmt werden. Der Algorithm us kann
somit nur o�ine angewandt werden und ben•otigt f•ur eine Karte wie in dem Beispiel mehrere
Stunden. Des Weiteren kann die Maximierung zu einem lokalen Maximum f•uhren.

Hybride Ans •atze

Hybride Kartierungsans•atze basierenauf der
"
Inkrementellen Maximum-Likelihood Methode\

erweitert durch explizite Bestimmung der Unsicherheit in jedem Kartierungsschritt [12,34].

Bei der
"
Inkrementellen Maximum-Likelihood Methode\ wird mit zunehmendenLaserdaten

inkrementell, wie beim Maximierungsschritt desEM-Verfahrens,eineeinzelneKarte aufrechter-
halten, ohne jedoch dabei die restliche Unsicherheit weiter zu verfolgen.Die Maximum Poses�

t
und Karte M �

t erh•alt man durch Maximierung der Grenzwahrscheinlichkeit aus der vorherigen
Karte und Poseund den neuenBeobachtungen mit

(M �
t ; s�

t ) = argmax
M t ;st

P(ot jM t ; st )P(st ; M t jat ; s�
t � 1; M �

t � 1):

In der Praxis ist es ausreichend, die Posens�
t zu bestimmen, da die Karten direkt aus ihnen

folgen. Mit diesemEinschrittv erfahren ist es m•oglich, in Echtzeit eine Karte zu erstellen, was
aber zur Folge hat, dass einmal gesch•atzte Posen nicht mehr ver•andert werden k•onnen. Dies
f•uhrt auch dazu, dasszyklische Umgebungennicht korrekt dargestellt werden.
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Hybride Karten bestehenzus•atzlich aus einer mit � normalisierten a posteriori Verteilung der
Roboterposenst entsprechend dem Bayes-Filter:

P(st ; ot ; at ) = � P(ot jst )
Z

P(st jat st � 1)P(st � 1jot � 1; at � 1)dst � 1:

Auf dieseWeisebestimmt der Roboter die Unsicherheit seinerLokalisierung w•ahrend der Fahrt.
Erreicht er mit hoher Sicherheit die N•ahe einer bereits angefahrenenPose, wird der Fehler
berechnet und auf die vorherigen Scansverteilt.

Dies entspricht einer schnellen Approximation desEM-Algorithm us, welche die beiden Schritte
nur dann ausf•uhrt, wenn Diskrepanzenentdeckt werden. Eine gro�e Schw•ache liegt in der Er-
mangelungder M•oglichkeit, dasVerteilen der Fehler r •uckg•angig zu machen, wenn sich diesesals
falsch herausstellt, was zu einem kompletten Fehlschlagen der Kartenerstellung f •uhren kann.

Belegtheitsgitterk arten

Die bislang behandeltenKartierungsalgorithmen arbeiten alle mit unbekannten Roboterposen,
dem so genannten Simultaneous Localization and Mapping (SLAM) Problem. Zahlreiche Ver-
fahren, die von bekannten Roboterposenausgehen,verwendenBelegtheitsgitterkarten, teilweise
in Verbindung mit den oben genannten Verfahren [34].

DasProblem, dasbei Gitterk arten behandeltwird, ist die Verarbeitung verrauschter oder unvoll-
st•andiger Sensordaten.Da esselbst bei bekannten Roboterposenschwierig ist, die Sensordaten
derart zu interpretieren, dasssie korrekt darstellen, welche Bereiche der Umgebung belegt und
welche nicht belegt sind.

Belegtheistgitterkarten f•ur Entfernungsmesser(Sonar oder Laserscanner)generierenprobabi-
listische Karten, um diese Ungenauigkeiten zu ber•ucksichtigen. Diese Karten unterteilen den
Raum der Karte in eine zwei- oder dreidimensionale Gitterstruktur und bestimmen f •ur jede
Zelle die Belegtheit. Dies l•asst sich beispielsweise•uber einenbin•aren Bayes-Filter erreichen. Die
Belegtheit einer Zelle mx;y folgt dann aus

P(mx;y jot ; st )
1 � P(mx;y jot ; st )

=
P(mx;y jot ; st )

1 � P(mx;y jot ; st )
1 � P(mx;y )

P(mx;y )
P(mx;y jot � 1; st � 1)

1 � P(mx;y jot � 1; st � 1)
;

was alternativ in logarithmischer Form berechnet werden kann:

log
P(mx;y jot ; st )

1 � P(mx;y jot ; st )
= log

P(mx;y jot ; st )
1 � P(mx;y jot ; st )

+ log
1 � P(mx;y )

P(mx;y )
+ log

P(mx;y jot � 1; st � 1)
1 � P(mx;y jot � 1; st � 1)

:

Die Addition verringert die Rechenzeit und der Logarithmus vermeidetnumerische Instabilit •aten
bei Wahrscheinlichkeiten nahe Null.

Die rekursive Struktur der Formel erlaubt eine inkrementelle Implementation, durch welche die
Belegtheit der Gitterzellen an neue Sensordatenangepasstwerden kann. Die beiden ben•otig-
ten Wahrscheinlichkeiten sind die a priori Wahrscheinlichkeit f •ur die Belegtheit einer Zelle
P(mx;y jot ; at ) und das inverse Sensormodell P(mx;y jot ; at ), das, basierend auf einer einzigen
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2.2. GLOBAL KONSISTENTES SCANMATCHING 31

Sensormessunggemessenvon einer Posest , die Wahrscheinlichkeit daf•ur bestimmt, dassmx;y

belegt ist. Das inverseSensormodell wird dadurch charakterisiert, dassZellen, die mit einer Mes-
sung •ubereinstimmen, mit gro�er Wahrscheinlichkeit, und jene zwischen der PosedesRoboters
und dem Wert der Messungmit einer niedrigen Wahrscheinlichkeit belegt werden.

Die Beliebtheit von Belegtheitsgitterkarten resultiert aus ihrer Robustheit und der einfachen
Implementierung. Jedoch werden die Probleme der Poseunsicherheit nicht behandelt. Ein wei-
terer Mangel ist die Annahme von unabh•angigem Rauschen beim Bayes-Filter. Besondersbei
stehendemRoboter sind Sensorfehlervon Sonarenstark korreliert. DieseSchw•ache wird in Im-
plementationen umgangen, indem nur Messungenvon fahrenden Robotern verwendet werden.
Ein letztes Problem bildet die Annahme von Unabh•angigkeiten zwischen einzelnenGitterzellen,
was unter Umst•anden zu minderwertigen Karten f•uhrt.

2.2.3 Global konsisten tes Scanmatc hing in dieser Arb eit

In dieser Arb eit beschreiben wir ein Programm, welches global konsistente Kartenerstellung
erm•oglicht. Nach einervon Lu und Milios entwickelten Prozedur f •ur zweidimensionaleLaserscan-
daten [18] stellen wir ein Systemvor, in dem ein Netz ausLaserscansverwaltet wird. Zus•atzlich
zu den Laserscandatenwerden die Roboterposender Laserscansund die r •aumlichen Beziehun-
gen zwischen den einzelnenScans,die durch paarweisesScanmatching erlangt werden, durch
dasNetz repr•asentiert. Durch ein Gleichungssystem,dasdurch die r•aumlichen Verh•altnissezwi-
schen den Scansbeschr•ankt ist, werden die Roboterposenso angepasst,dassalle Beziehungen
m•oglichst gut beibehalten werden.
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Kapitel 3

3D-T ransformationen

3.1 De�nition der Transformations-Op eration

Im Folgenden werden die Translations- und Rotationsfunktionen als Operationen auf Posen
de�niert [18]. Eine PoseV sei hierbei de�niert als (P; O)T mit einer Position P, dargestellt in
kartesische Koordinaten und einer Orientierung O. Ein Roboter habe die PoseVa = (Pa; Oa)T

und fahre die PoseVb = (Pb; Ob)T an, durch die Pose•anderung D = (P; O)T , dann sagenwir,
dassVa und D kombiniert werden, oder:

Vb = Va � D :

Sei Ra die Rotationsmatrix gegeben durch Oa, dann ist die Operation � de�niert durch:

Vb =

 
Pb

Ob

!

=

 
Pa + RaP

Oa 
 O

!

: (3.1)

Hierbei ist Oa 
 O die Komposition zweier Rotationsoperationen, also im Falle einer Darstellung
durch Eulerwinkel stellt dies eine einfache Addition der Winkel dar. Die inverseOperation sei
dementsprechend durch � gegeben.

Die inverse Transformations-Operation, das hei�t die Operation 	 , die angewandt auf zwei
absolute PosenVa und Vb die relative Posedi�erenz D ergibt, ist:

D = Vb 	 Va:

Dies bedeutet nach Umformung der Gleichung (3.1):

D =

 
P

O

!

=

 
R� 1

a (Pb � Pa)

Ob � Oa

!

:

Um die inversePosedi�erenz D ba von Dab = Va � Vb zu erhalten, wendeman folgendeOperation
an:

Dba = 	 Dab = 0 	 Dab:
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Ebenfalls wollen wir die Operation auf eine Pose Va und einen Positionsvektor u de�nieren,
dessenErgebnis ein Positionsvektor u0 ist:

u0 = Va � u := Pa + Rau:

DieseOperation ist insbesonderen•utzlich, um einenPunkt ausdem lokalen Koordinatensystem
in das globaleKoordinatensystemzu transformieren. In den nachfolgendenAbschnitten werden
Posensowohl in 3D als auch in 6D behandelt. An der grundlegendenDe�nition der Operation
•andert dies allerdings nichts.

Im Falle einer planaren Sichtweise ist eine Pose V = (x; y; � ) ein Vektor bestehendaus zwei
kartesischen Koordinaten und einemWinkel, um die Orientierung desRoboters festzulegen.Die
Rotationsmatrix R� zu � ist dann gegeben durch:

R� =

 
cos� � sin �

sin � cos�

!

:

Betrachten wir alle drei r•aumlichen Dimensionen, so wird die Posezu einem 6-dimensionalen
Vektor V = (x; y; z; � x ; � y ; � z) mit � x ; � y und � z als Drehungenum die x-,y- bzw. z-Achsen.Diese
und weitere Posenund deren Rotationsmatrizen werden im Folgendenbesprochen.

3.2 Eulerwink el

Eulerwinkel sind die klassische Art und Weise,Rotationen in 3 Dimensionendarzustellen.Nach
dem eulerschen Rotationstheorem lassensich alle Rotationen durch 3 Winkel repr•asentieren.
Sind alsoB ; C und D die 3 Rotationen um die entsprechendenWinkel, sokann man die Gesam-
trotation A darstellen als:

A = B CD:

Abh•angig davon, um welche Achsenund in welcher Reihenfolgedie Rotationen statt�nden, hat
A eine andereForm.

Wir de�nieren die 6D-PoseV mit Hilfe der Eulerwinkel als:

V =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

x

y

z

� x

� y

� z

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:
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Neben den kartesischen Koordinaten x; y und z f•ur die Position geben die 3 Winkel � x ; � y und
� z die Orientierung an, wobei jeder Winkel den Grad der Rotation um eine der Hauptachsen
angibt. Die einzelnenRotationsmatrizen der Winkel sind wie folgt gegeben:

Rx =

0

B
@

1 0 0

0 cos� x � sin � x

0 sin � x cos� x

1

C
A

Ry =

0

B
@

cos� y 0 sin � y

0 1

� sin � y 0 cos� y

1

C
A

Rz =

0

B
@

cos� y � sin � y 0

sin� y cos� y 0

0 0 1

1

C
A :

Daraus folgt die Gesamtrotationsmatrix R = R � x ;� y ;� z = RxRyRz als:

R =

0

B
@

cos� y cos� z � cos� y sin � z sin � y

cos� z sin � x sin � y + cos� x sin � z cos� x cos� z � sin � x sin� y sin� z � cos� y sin � x

sin � x sin � z � cos� x cos� z sin � y cos� z sin� x + cos� x sin� y sin� z cos� x cos� y

1

C
A :

Mit Hilfe dieser Rotationsmatrix k•onnen wir die Transformations-Operation � auf einer Pose
Va = (xa; ya; za; � xa ; � ya ; � za )T und einer Posedi�erenz D = (x; y; z; � x ; � y ; � z)T mit der resultie-
renden PoseVb = (xb; yb; zb; � xb; � yb ; � zb)

T de�nieren:

Vb = Va � D

=

 
Pb

Ob

!

=

 
Pa + R� x a ;� y a ;� za

P

Oa 
 O

!

Pb = Pa + R� x a ;� y a ;� za
P

=

0

B
@

xa

ya

za

1

C
A + R� x a ;� y a ;� za

�

0

B
@

x

y

z

1

C
A =

0

B
@

xb

yb

zb

1

C
A

Ob = Oa 
 O

=

0

B
@

� xa + � x

� ya + � y

� za + � z

1

C
A =

0

B
@

� xb

� yb

� zb

1

C
A :
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36 KAPITEL 3. 3D-TRANSFORMATIONEN

Analog l•asst sich die inverseOperation 	 schreiben, als:

D = Vb 	 Va

=

 
P

O

!

=

 
R� 1

� x a ;� y a ;� za
(Pb � Pa)

Ob � Oa

!

P = R� 1
� x a ;� y a ;� za

(Pb � Pa)

= R� 1
� x a ;� y a ;� za

�

0

B
@

xb � xa

yb � ya

zb � za

1

C
A

O = Ob � Oa

=

0

B
@

� xb � � xa

� yb � � ya

� zb � � za

1

C
A :

Drehungen mit Eulerwinkeln darzustellen hat jedoch einen nennenswerten Nachteil. Bei be-
stimmten Werten deszweiten Eulerwinkels, in diesemFall bei � y = � =2, tritt eine Singularit •at
in der Rotationsmatrix auf.

Hierbei verschieben sich zwei der Drehachsen sozusagenaufeinander, was zur Folge hat, dass
nachfolgende Drehungen in nur noch zwei Dimension m•oglich sind. Dieser Verlust einesFrei-
heitsgradesbei der Rotation wird mit

"
Gimbal Lock\ bezeichnet [8].
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3.3. ROTATIONSA CHSE UND WINKEL 37

Abbildung 3.1: Rotation um eine beliebigeAchse.Quelle [36]

3.3 Rotationsac hse und Wink el

Eine weitere M•oglichkeit, Rotationen darzustellen, ist es,eine einzigeRotationsachseund einen
Drehwinkel gemeinsamals Repr•asentation f•ur die Orientierung zu nehmen(Abb. 3.1). Auch so
lassensich alle m•ogliche Rotationen repr•asentieren. Haben wir eine Rotationsachse als einen
normierten Vektor n = (nx ; ny ; nz)T und einen Winkel � , dann ist die Drehung von r nach r 0

gegeben durch:

p0 =
� !
0N +

� � !
N V +

��!
V Q

= n(n � r ) + [r � n(n � r )] cos� + (r � n) sin �

= pcos� + n(n � r )(1 � cos� ) + (r � n) sin � :

Dies kann man auch mit Hilfe der Rotationsmatrix Rn;� darstellen:

Rn;� = I 3 + (nJ ) sin � + (nJ )2(1 � cos� )

nJ =

0

B
@

0 � nz ny

nz 0 � nx

� ny nx 0

1

C
A :

Die Matrix Rn;� hat dann ausgeschrieben die Form:

Rn;� =

0

B
@

(1 � cos� )n2
x + cos� (1 � cos� )nxny + nz sin � (1 � cos� )nxnz � ny sin �

(1 � cos� )nxny � nz sin � (1 � cos� )n2
y + cos� (1 � cos� )nynz + nx sin �

(1 � cos� )nxnz + ny sin � (1 � cos� )nynz � nx sin � (1 � cos� )n2
z + cos�

1

C
A :

Im nachfolgendenAbschnitt werden wir sehen,dassdie Achse-Winkel-Darstellung zu der Dar-
stellung mit Quaternionen •aquivalent ist, daherverzichten wir hier auf einezus•atzliche De�nition
der Transformations-Operation.
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38 KAPITEL 3. 3D-TRANSFORMATIONEN

3.4 Quaternionen

Quaternionen sind vierdimensionalehyperkomplexe Zahlen, die sich unter anderemauch daf•ur
eignen,Rotationen im dreidimensionalenRaum darzustellen[14]. Sieentstehen ausden komple-
xen Zahlen, indem eineweitere Wurzel aus � 1 mit der Bezeichnung j postuliert wird, die weder
i noch � i ist. Hieraus ergibt sich notwendigerweiseein weiteresElement ij = k, welches selbst
auch wieder eine Wurzel aus � 1 darstellt. Es gelten die folgendenBeziehungen:

i2 = j 2 = k2 = ij k = � 1

ij = k; j i = � k

j k = i; kj = � i

ki = j; ik = � j:

Zusammen mit 1 bilden i ,j und k eine Basis der Quaternionen H, so bezeichnet nach ihrem
Entdecker William Rowan Hamilton. JedesQuaternion q aus H l•asst sich also darstellen als
q = a + bi + cj + dk. Somit de�niert jedes4-Tupel (a;b;c;d)T 2 R4 eindeutig ein Quaternion.
Wir k•onnen also ein Quaternion auch in vektorieller Schreibweisenotieren:

q = a + bi + cj + dk = [a; (b;c;d)] = [a; v] =

0

B
B
B
B
@

a

b

c

d

1

C
C
C
C
A

;

wobei jeder Eintrag eine reelle Zahl ist.

Wie in denkomplexenZahlen,sogibt esauch in denQuaternionendasKonzept der Konjugation
eines Elementes. Das konjugierte Element zu dem Quaternion q = a + bi + cj + dk = [a;v]
wird bezeichnet mit q� und ergibt sich durch die Negation der nicht-reellen Anteile, also als
q� = a� bi � cj � dk = [a; � v]. Mit dem konjugierten Element q� zu q l•asstsich der Betrag eines
Quaternions beschreiben. Daf•ur werden wir das das Skalarprodukt benutzen, jedoch sind •uber
den Quaternionen eine Vielzahl weiterer Multiplik ationen de�niert.

kqk =
p

hq; q� i =
p

a2 + b2 + c2 + d2:

Die nicht kommutativ e Multiplik ation ergibt sich aus den bereits gegebenen Beziehungen, ist
also mit p = ap + bpi + cpj + dpk und q = aq + bqi + cqj + dqk gegeben durch:

pq = (ap + bpi + cpj + dpk)(aq + bqi + cqj + dqk)

= (apaq � bpbq � cpcq � dpdq)

+ (apbq + bpaq + cpdq � dpcq)i

+ (apcq � bpdq + cpaq + dpbq)j

+ (apdq + bpcq � cpbq + dpaq)k

= [ap; vp][aq; vq]

= [apaq � vp � vq; vp � vq + apvq + aqvp]:
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Von Bedeutung ist eineTeilmengeder Quaternionen, n•amlich die der normierten Quaternionen.
Dies sind alle Quaternionen q f•ur die gilt kqk = 1. Diese Quaternionen besitzendie besondere
Eigenschaft, dassdasinverseElement q� 1 von q, bez•uglich desSkalarproduktes, dasKonjugierte
q� ist. Denn esgilt:

hq; q� i = kqk2 = 1:

Rotationen lassensich in einfacher Form •uber normierte Quaternionen darstellen. Angenommen
wir haben ein normiertes Quaternion q = (a;b;c;d)T = [a;v], das eine Rotation darstellen soll
und einen Punkt u = (x; y; z)T 2 R3, den wir rotieren wollen. Um u zu rotieren, stellen wir ihn
ebenfalls als Quaternion dar, so dasswir ihn nun als p bezeichen mit p = (0; x; y; z)T = [0; u].
Man kann den rotierten Punkt p0 folgenderma�en darstellen:

p0 = qpq� :

Warum dies einer Rotation gleichkommt, kann man sehen,nachdem man einige Umformungen
gemacht hat. F•ur eine genauereHerleitung siehe[8].

p0 = qpq�

= [a;v][0; u][a; v]�

= [a;v][0; u][a; � v]

= [a; v][v � r; au � u � v]

= [a(v � u) � v � (au � u � v); sa(au � u � v) + (v � u)v + v � (au � u � v)]

= [0; a2u + (v � u)v � (v � v)u + (v � u)v + 2a(v � u)]

= [0; (s2 � v � v)u + 2(v � u)v + 2a(v � u)]:

Schreiben wir das Einheitsquaternion q als q = [cos� ; sin � n], so ergibt sich:

p0 = [0; (cos2 � � sin2 � (n � n))u + 2((sin � )n � u)(sin � )n + 2cos� ((sin � )n � u)]

= [0; r cos2� + (1 � cos2� )(n � u)n + (n � u) sin2� ]:

Dies hat nun dieselbe Form wie die Rotation mit Achse und Winkel (man vergleiche mit Glei-
chung (3.2)). M•ochte man also eine Rotation um die Achse n mit dem Winkel � durch ein
Quaternion q darstellen, so ist diesegegeben durch:

q = [cos
�
2

; sin
�
2

n]:

M•ochte man zus•atzlich die Rotationsmatrix Rq zu dem Quaternion q = (a;b;c;d)T ermitteln,
so gelingt dies durch die Betrachtung der einzelnenKomponenten von p0:

p0 = qpq� =

0

B
B
B
B
@

0

a2x + b2x � (c2 + d2)x + a(� 2dy + 2cz) + 2b(cy + dz)

2bcx+ 2adx + a2y � b2y + c2y � d2y � 2abz+ 2cdz

� 2acx + 2bdx+ 2aby+ 2cdy + a2z � b2z � c2z + d2z

1

C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
@

0

x0

y0

z0

1

C
C
C
C
A

:
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40 KAPITEL 3. 3D-TRANSFORMATIONEN

Dies l•asst sich in eine einfache Matrixschreibweisemit der Rotationsmatrix Rq umformen:

u0 = Ru =

0

B
@

a2 + b2 � c2 � d2 2bc� 2ad 2bd+ 2ac

2ad + 2bc a2 � b2 + c2 � d2 2cd � 2ab

2bd� 2ac 2ab+ 2cd a2 � b2 � c2 + d2

1

C
A

0

B
@

x

y

z

1

C
A =

0

B
@

x0

y0

z0

1

C
A :

Nun k•onnen wir aus den kartesischen Koordinaten x; y; z und dem normierten Quaternion q =
(a;b;c;d)T eine PoseV de�nieren.

V =

 
P

q

!

=

0

B
B
B
B
@

x

y

z

q

1

C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

x

y

z

a

b

c

d

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Die Transformations-Operation � auf Va = (xa; ya; za; pa; qa; ra; sa)T und D = (x; y; z; p;q; r; s)T

ist dementsprechend de�niert als:

Vb = Va � D

=

 
Pb

qb

!

=

 
Pa + Rqa P

qaq

!

Pb = Pa + Rqa P

=

0

B
@

xa

ya

za

1

C
A + Rqa �

0

B
@

x

y

z

1

C
A =

0

B
@

xb

yb

zb

1

C
A :

Damit gilt f•ur die inverseOperation 	 :

D = Vb 	 Va

=

 
P

q

!

=

 
R� 1

qa
(Pb � Pa)

qbq�
a

!

P = R� 1
� x a ;� y a ;� za

(Pb � Pa)

= R� 1
qa

�

0

B
@

xb � xa

yb � ya

zb � za

1

C
A :
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3.5 Um wandlung der Repr •asentationen

Unter Umst•anden ist es notwendig, zwischen verschiedenenRepr•asentationen von Rotationen
zu wechseln, um deren jeweilige Vorteile besserzu nutzen. Wie bereits erw•ahnt, ist die Umrech-
nung von einer Rotation um die normierte Achse n = (n1; n2; n3)T mit dem Winkel � zu dem
Quaternion q = (a;b;c;d)T gegeben durch:

q = (cos
�
2

; sin
�
2

n1; sin
�
2

n2; sin
�
2

n3)T = [cos
�
2

; sin
�
2

n]:

Die r•uckw•artige Umrechnung ergibt sich somit trivial als:

� = 2arccosa

n1 =
b

sin �

n2 =
c

sin �

n3 =
d

sin �
:

Um von den Eulerwinkeln (� x ; � y ; � z)T zu dem korrespondierendenQuaternion q = (a;b;c;d)T

zu gelangen,wendenwir die Multiplik ation •uber den Quaternionen an. Zun•achst stellen wir die
einzelnenRotationen der Eulerwinkel als Quaternionen dar und errechnen dann das resultieren-
de Quaternion. Jeder Einzelne der Eulerwinkel repr•asentiert eine Drehung um eine Achse, die
einzelnenQuaternionen qx ,qy und qz lassensich also in unseremFall darstellen als:

qx =

0

B
B
B
B
@

cos � x
2

sin � x
2

0

0

1

C
C
C
C
A

; qy =

0

B
B
B
B
@

cos � y
2

0

sin � y
2

0

1

C
C
C
C
A

; qz =

0

B
B
B
B
@

cos � z
2

0

0

sin � z
2

1

C
C
C
C
A

:

Nun ist die Gesamtrotation gegeben durch das Quaternion q mit:

q = qzqyqx =

0

B
B
B
B
@

cos � x
2 cos� y

2 cos � z
2 + sin � x

2 sin � y
2 sin � z

2

sin � x
2 cos� y

2 cos � z
2 � cos� x

2 sin � y
2 sin � z

2

cos � x
2 sin � y

2 cos � z
2 + sin � x

2 cos � y
2 sin � z

2

cos � x
2 cos� y

2 sin � z
2 � sin � x

2 sin � y
2 cos � z

2

1

C
C
C
C
A

:

Dementsprechend lassensich umgekehrt f•ur ein Quaternion q = (a;b;c;d)T die dazugeh•orenden
Eulerwinkel ermitteln: 0

B
@

� x

� y

� z

1

C
A =

0

B
B
@

arctan 2(ab+ cd)
1� 2(b2+ c2)

arcsin2(ac � bd)

arctan 2(ad+ bc)
1� 2(c2+ d2)

1

C
C
A :
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Kapitel 4

Das Optimierungsproblem

In diesemAbschnitt diskutieren wir den von Lu und Milios vorgestellten allgemeinenAnsatz
zur Findung von Roboterposen durch eine gegebene Menge an Posedi�erenz-Messungen,die
den Kanten in einem Netz aus Posenentsprechen. Das Problem wird zun•achst probabilistisch
formuliert. Anschlie�end wird eine L•osung des linearen Optimierungsproblems vorgestellt und
gezeigt,dassdieseanwendbar ist.

4.1 De�nition des Sch•atzungs-Problems

Gegeben seiein Graph mit n + 1 Knoten X 0; : : : ; X n und einer Mengevon Kanten. JederKnoten
X i ist ein d-dimensionalePosevektor dessenWert unbekannt ist. JedeKante D i;j korrespondiert
zu einer gemessenenPosedi�erenz zwischen 2 Knoten X i und X j . Die so genannte Posedi�e-
renzgleichung D i;j ist eineFunktion von X i und X j . Von besondererBedeutung wird die lineare
Posedi�erenzgleichung D i;j = X i � X j sein. Die Beobachtung �D i;j von D i;j sei modelliert als
�D i;j = D i;j + � D i;j , wobei � D i;j ein gaussverteilte Zufallsvariable mit 0 als Erwartungswert
und einer bekannten Kovarianz Ci;j ist.

Ziel ist esnun, aus einer gegebenenMengevon �D i;j und Ci;j die Werte der X i zu ermitteln, so
dassalle Messungenein
ie�en. Zus•atzlich zu den Posevektoren sollendie zugeh•origen Kovarian-
zen auf Basis der Kovarianzen der Posedi�erenz ermittelt werden.
Um dieszu erreichen werdenwir eineArt der Maximum-Likelihood Methode anwenden.Speziell
geschieht dies •uber das, in der Statistik gebr•auchliche, Mahalanobis Distanzma�. Um die Ge-
samtwahrscheinlichkeit P(D i;j j �D i;j ) •uber alle (i; j ) zu maximieren, minimiere man die folgende
Mahalanobisdistanz •uber alle Knoten X i :

W =
X

(i;j )

(D i;j � �D i;j )T C � 1
i;j (D i;j � �D i;j ): (4.1)
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In der praktischen Anwendung f•ur mobile Robotik stellen die Knoten X i angefahreneRobo-
terposendar, die je nachdem, ob man eine planare oder r•aumliche Sichtweise bevorzugt, in 3
bzw. 6 Dimensionen repr•asentiert werden. In jedem Fall jedoch ist die Posedi�erenzgleichung
nicht linear, da die Orientierung desRoboters eine Rotationstransformation desPositionanteils
der Pose erfordert. Die Sch•atzungen der Posedi�erenzen k•onnen im Allgemeinen aus vielerlei
Quellen, wie der Odometrie oder der Auswertung von Laserscanskommen.

Im Gegensatzzu einem kontinuierlichen Ansatz, in dem lediglich die aktuelle Posedes Robo-
ters durch einen Kalman-Filter aufrecht erhalten wird, sind in diesemAnsatz alle Poseneiner
•Anderung unterworfen, und alle Posedi�erenzengehenmit in die Berechnung ein.

Dies f•uhrt dazu, dasssich die ansonstenakkumulierendenFehler verringern lassenund sich diese
Methode somit gut daf•ur eignet um global konsistente Kartierung zu betreiben.

F•ur den Fall einer linearen Posedi�erenzgleichung l•asst sich eine geschlosseneL•osung f•ur eine
optimale Sch•atzung aller PosenX i und deren Kovarianzen angeben. Der relevantere Fall einer
nicht-linearen Di�erenzgleichung l•asst sich dann auf die lineare L•osungzur•uckf•uhren, indem die
Posedi�erenz linearisiert wird.

4.2 Optimale L•osung f•ur lineares Di�erenzma�

In diesemAbschnitt gehenwir von dem Sonderfall der linearen Di�erenzgleichung an, dashei�t:
D i;j = X i � X j . Die Vektoren X i mit i = 0; 1; : : : ; n seiend-dimensional und stellen die Knoten
einesGraphen, beziehungsweisedie Posen,dar. Jedegerichtete Kante von X i nach X j entspricht
einer Posedi�erenz D i;j . F•ur jedes D i;j gibt es eine gaussverteilte Messung �D i;j um D i;j mit
der invertierbaren Kovarianz Ci;j . Wir nehmenohne Beschr•ankung der Allgemeinheit an, dass
der Graph vollst•andig verbunden ist, also k = n(n+1)

2 Kanten hat. Sollte dies nicht der Fall
sein und die Kante D i;j fehlen, so setzeman das dazugeh•orende C � 1

i;j gleich Null. Dies •andert
generell nichts an der L•osbarkeit des Problems. Die Mahalanobisdistanz (4.1) •andert sich also
folgenderma�en:

W =
X

(0� i<j � n)

(X i � X j � �D i;j )T C � 1
i;j (X i � X j � �D i;j ): (4.2)

Zu beachten ist, dasswie zuvor •uber alle Kanten desGraphen summiert wird, allerdings nehmen
wir hier an, dassalle Kanten (i; j ) so angeordnetsind, dassi < j gilt. Ebenfalls ist es wichtig
anzumerken, dassdieseGleichung nicht eindeutig l•osbar ist, wenn man alle X i mit i = 0; 1; :::; n
als freie Variablen ansieht. Daher ben•otigen wir einen Referenzpunkt oder Ankerknoten. Wir
w•ahlen ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit X 0 als Referenzknotenmit X 0 = 0. Wir kenn-
zeichnen einen Referenzknotenmit einem Balken �X 0. Somit bezeichnen die n freien Knoten
X 1; : : : ; X n die Posenrelativ zu �X 0.
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Wir werden nun die Mahalanobis Gleichung in Matrixform darstellen. Sei dazu X die Konka-
tenation der X 1 bis X n und H die Inzidenzmatrix des Graphen, wobei die Zeilen von H die
Kanten und die Spalten die Knoten darstellen. H sei eine gerichtete Inzidenzmatrix, das hei�t
ihre Eintr •agebestehennur aus 1,-1 und 0. Dann ist D die Verkettung der Positionsdi�erenzen
D i;j = X i � X j , so dassgilt:

D = HX :

Sei dementsprechend �D die Verkettung der Observationen �D i;j und C die Kovarianz von �D .
Sollten die Messfehlerunabh•angig sein, so ist C eine blockdiagonale nk � nk Matrix deren
Submatrizen die Ci;j sind. Nun l•asst sich ohne weiteresW umschreiben zu:

W = ( �D � HX )T C � 1( �D � HX ):

Der L•osungsvektor X , welcher W minimiert ist wie folgt gegeben:

X = (H T C � 1H )� 1H T C � 1 �D :

Die Kovarianz C X dieserL•osungist gegeben durch:

CX = (H T C � 1H )� 1:

Bezeichnen wir H T C � 1H mit G, so setzensich die einzelnend � d Submatrizen Gi;j von G
folgenderma�en zusammen:

Gi;i =
nX

j =0

C � 1
i;j

Gi;j = C � 1
i;j f•ur (i 6= j ):

G =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

P n
j =0 C � 1

1;j � C � 1
1;2 � C � 1

1;3 : : : � C � 1
1;n

� C � 1
2;1

P n
j =0 C � 1

2;j � C � 1
2;3

. . .
...

� C � 1
3;1 � C � 1

2;3
. . . . . . � C � 1

2;n
...

. . . . . .
P n

j =0 C � 1
n� 1;j � C � 1

n� 1;n

� C � 1
n;1 : : : � C � 1

n;2 � C � 1
n;n � 1

P n
j =0 C � 1

n;j

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

: (4.3)

Benennenwir den Ausdruck H T C � 1 �D mit B und beachten wir, dassgilt �D i;j = � �D j;i , so sind
die einzelnend-dimensionalenSubvektoren B i zusammengesetztaus:

B i =
nX

j =0
j 6= i

C � 1
i;j

�D i;j :

Die L•osungenf•ur X bzw. C X ergeben sich also direkt durch:

X = G � 1B ; CX = G � 1 :
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4.3 L•osbark eit des linearen Optimierungsproblems

Die Durchf•uhrung desAlgorithm us steht und f•allt mit der Invertierbarkeit von G. Im Folgenden
wird gezeigt,dass,wenn wenigeBedingungenerf•ullt sind, G die noch striktere Eigenschaft der
positiven De�nitheit besitzt. Der Beweis wird mit vollst•andiger Induktion •uber die Anzahl der
Kanten k in einem Graphen mit n + 1 Knoten erbracht. Zus•atzlich setzen wir voraus, dass
die Kovarianzen Ci;j positiv de�nit sind. Um diesenBeweis einfacher zu gestalten wird vorher
gezeigt,dassdie Wahl desReferenzknotenin einemGraphen die positive De�nitheit von G nicht
beeintr •achtigt.

Bew eis: SeiG die positiv de�nite Matrix f•ur einenGraphenmit n+ 1 Knoten ( �X 0; X 1; : : : ; X n )
und sei X 0 ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit der dazugeh•orige Referenzknoten.Wechselt
man den Referenzknotenvon X 0 zu X i soentsteht die Matrix G 00. Zu zeigenist, dassG 00positiv
de�nit ist. G hat die Form wie in Gleichung (4.3), w•ahrend sich G 00von G lediglich in der i-ten
Spalte/Zeile unterscheidet.

G00
i;i =

nX

j =1

C � 1
0;j

G00
i;j = G0

j i = � C � 1
0;j

Man erh•alt G 00aus G indem man zun•achst folgendeSpaltenoperationen durchf•uhrt,

G0
i;j = �

nX

k=1

Gi;k ;

und anschlie�end die G0
j;i Submatrizen •ahnlich transformiert:

G00
i;i = �

nX

k=1

G0
k;i =

nX

k;l=1

Gk;l

G00
j;i = �

nX

k=1

G0
k;i = �

nX

k=1

Gk;i (i 6= j )

G00
i;j = G0

i;j = �
nX

k=1

Gi;k :

Die ersteTransformation entspricht der Linksmultiplik ation von G mit der Matrix I i derend� d
Submatrix I i;j negative Identit •atsmatrizen der Dimension d sind. Also unterscheidet sich I i von
der Identit •atsmatrix nur in demi -ten Zeilenblock, der bei I i vollst•andig mit negativen Identit •aten
besetzt ist. Wenn I d(i � 1) und I d(n� i +1) Identit •atsmatrizen der entsprechendenDimensionensind
so l•asst sich I i schreiben als:

I i =

0

B
@

I d(i � 1) 0 0

� I d : : : � I d

0 0 I d(n� i +1)

1

C
A :
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Abbildung 4.1: Minimalv erbundenerGraph mit n + 1 Knoten.

Somit l•asst sich G 00formulieren als:
G 00= I i G:

Die zweite Transformation kommt dementsprechend der Rechtsmultiplik ation mit I T
i gleich, so

dass:
G 00= G 0I T

i = I i GI T
i :

Da I i invertierbar ist, folgt, dassG 00positiv de�nit ist.

Induktionsanfang k = n: Zun•achst wird gezeigt,dassein minimal verbundenerGraph mit
n+ 1 Knoten ( �X 0; : : : ; X n ) und k Kanten in einer invertierbaren Matrix G resultiert. Ein minimal
verbundenerGraph hei�t in diesemZusammenhang,dasalle Knoten sequentiell angeordnetsind.
Praktisch bedeutet dies, dass nacheinander angefahrenePositionen jeweils eine Kante bilden
m•ussen(Abb. 4.1).

Ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit sei X 0 der Ankerknoten, dann hat G die Form:

G =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

C � 1
0;1 + C � 1

1;2 � C � 1
1;2 0 : : : 0

� C � 1
1;2 C � 1

1;2 + C � 1
2;3 � C � 1

2;3
. . .

...

0 � C � 1
2;3

. . . . . . 0
...

. . . . . . C � 1
n� 2;n � 1 + C � 1

n� 1;n � C � 1
n� 1;n

0 : : : 0 � C � 1
n� 1;n C � 1

n� 1;n

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

mit

Gi;i = C � 1
i � 1;i + C � 1

i;i +1

Gi;i +1 = Gi +1 ;i = � C � 1
i;i +1

Gi;j = 0 j + 1 > i oder i + 1 > j:

Transformiert man nun die Matrix, indem auf die Submatrizen G i;j alle rechts liegendenSub-
matrizen addiert werden, entsteht:

G0
i;j =

nX

k= j

Gi;k :
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Nach einigen einfachen Umformungen ergeben sich f•ur die Hauptdiagonale wie f•ur die obere
erste Nebendiagonaledie Werte wie folgt:

G0
i;i = Gi;i + Gi;i +1 = C � 1

i � 1;i + C � 1
i;i +1 � C � 1

i;i +1 = C � 1
i � 1;i

G0
i;i +1 = Gi;i +1 :

Alle anderenSubmatrizen fallen hingegenweg, denn:

G0
i;j = Gi;i � 1 + Gi;i + Gi;i � 1 = 0 j < i

G0
i;j = 0 j > i + 1:

Dann ergibt sich die Matrix G 0 mit:

G 0 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

C � 1
0;1 � C � 1

1;2 0 : : : 0

0 C � 1
1;2 � C � 1

2;3
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
... 0 C � 1

n� 2;n � 1 � C � 1
n� 1;n

0 : : : 0 0 C � 1
n� 1;n

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Wenn zus•atzlich auf G 0 eine •ahnliche Transformation, jedoch jetzt vertikal durchgef•uhrt wird,
also

G00
i;j =

nX

k= j

G0
k;j ;

hat dies o�ensichtlich die invertierbare Matrix G00zur Folge.

G 00=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

C � 1
0;1 0 0 : : : 0

0 C � 1
1;2 0

. . .
...

...
. . . . . . . . . 0

... 0 C � 1
n� 2;n � 1 0

0 : : : 0 0 C � 1
n� 1;n

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Die entstehendeblockdiagonaleMatrix G 00ist ebenfallspositiv de�nit, da sieauspositiv de�niten
Submatrizen besteht.
Die Transformationen, die auf G angewandt wurden, um G 00zu erhalten, lassensich mit Hilfe
der oberen Dreiecksmatrix I D , die nur mit Identit •atsmatrizen belegt ist, darstellen.

I D =

0

B
B
@

I d : : : I d
. . .

...

0 I d

1

C
C
A

G 00 = I D G 0 = I D GI T
D :

Da I D invertierbar ist, folgt dassG positiv de�nit ist.
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Induktionssc hritt k ! k + 1: Sei G eine positiv de�nite Matrix, die zu einem Graphen mit
n + 1 Knoten ( �X 0; :::; X n ) und k Kanten korrespondiert. Zu beweisenist nun, dasswenn dieser
Graph um eine Kante (X i � X j ) erweitert wird, die resultierende Matrix G � ebenfalls positiv
de�nit ist. Die Kovarianz Ci;j f•ur dieseKante sei positiv de�nit. Zun•achst transformieren wir,
wie bereits gezeigt,den zugrundeliegendenGraphen so, dassder neueReferenzknotenX i ist.

( �X 0; :::; X j ; :::; X i ; :::; X n ) ! (X 0; :::; X j ; :::; �X i ; :::; X n )

Die zu diesemGraphen geh•orendeMatrix G 0 ist positiv de�nit. Da X i nun der Referenzknoten
ist, ver•andert das Hinzuf•ugen der Kante (X i � X j ) an G 0 nur die Submatrix G0

j;j .

G0�
j;j = G0

j;j + C � 1
i;j :

Die entstandene Matrix G 0� ist genaudann positiv de�nit, wenn gilt:

X T G 0�X > 0 X 2 Rd�n X 6= 0:

Dies ist •aquivalent zu
nX

k;l=1

X T
k G0�

k;l X l > 0;

wobei X k die d-dimensionalenTeilvektoren aus X sind. O�ensichtlich gilt:

nX

k;l=1

X T
k G0�

k;l X l = X T
j G0�

j;j X j +
nX

k ;l =1
k6= l6= j

X T
k G0

k;l X l

= X T
j C � 1

i;j X j +
nX

k;l=1

X T
k G0

k;l X l

= X T
j C � 1

i;j X j + X T G 0X > 0:

Somit ist G 0� positiv de�nit. Au�erdem l•asstsich G 0� ohneweiteresin G � transformieren indem
man X 0 als neuenReferenzknotenw•ahlt. Somit ist auch G � positiv de�nit.

F•ur das lineare Optimierungsproblem gibt es also demnach sicher eine L•osung, wenn folgende
Bedingungenerf•ullt sind:

1. Der Graph ist minimal verbunden.

2. Die Messfehlersind unabh•angig.

3. Die einzelnenKovarianzen sind positiv de�nit.

Bedingung 1 ist zwingend (siehe Induktionsanfang), allerdings praktisch keine Einschr •ankung,
w•ahrend sich die dritte Bedingung auch dazu erweitern l•asst, dass alle Kovarianzen negativ
de�nit seink•onnen.Dann w•are G ebenfallsnegativ de�nit und der Beweisanalogdurchf •uhrbar.
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(a) Ein minimal verbundener Graph
mit 3 Knoten und 2 Kanten

(b) Der minimale Graph er-
weitert zu einer geschlossenen
Schleife

Abbildung 4.2: Beispieleeinfacher Graphen.

4.4 Beispiele mit einfachen Graphen

Wir werden jetzt die L•osungdeslinearen Optimierungsproblem an einigen einfachen Beispielen
verdeutlichen. Zun•achst betrachten wir einen einfachen Graphen, wie in Abbildung 4.2(a), mit
dem Ankerknoten �X 0. Seienzu jeder Kante die Posesch•atzungen �D0;1, �D1;2 und deren Kovari-
anzenC0;1 und C1;2 gegeben. Wenn I d die d � d Identit •atsmatrix ist, dann ist die Matrix G f•ur
diesenGraphen gegeben durch:

G = H T C � 1H =

 
� I d I d

0 � I d

!  
C � 1

0;1 0

0 C � 1
1;2

!  
� I d 0

I d � I d

!

=

 
C � 1

0;1 + C � 1
1;2 � C � 1

1;2

� C � 1
1;2 C � 1

1;2

!

:

Der dazugeh•orige Vektor B hat dann die Form:

B = H T C � 1 �D =

 
� I d I d

0 � I d

!  
C � 1

0;1 0

0 C � 1
1;2

!  
�D0;1

�D1;2

!

=

 
� C � 1

0;1
�D0;1 + C � 1

1;2
�D1;2

� C � 1
1;2

�D1;2

!

:

Die L•osungX desGleichungsystementspricht nun dem, was man intuitiv von einem so einfach
strukturierten Graphen erwartet:

X = G � 1B =

 
�D0;1

�D0;1 + �D1;2

!

:

Also sind die Posen,welche der Algorithm us liefert, ganz einfach die Posesch•atzungen, die zu
Anfang vorlagen. Die Kovarianz CX der ermittelten L•osungist:

CX = G � 1 =

 
C0;1 C0;1

C0;1 C0;1 + C1;2

!

:

Die Varianzen f•ur die Posensind die d � d Untermatrizen auf der Hauptdiagonalen, das hei�t
die Varianz der PoseX 1 ist C0;1 w•ahrend die Varianz von X 2 die Matrix C0;1 + C1;2 ist.
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Abbildung 4.3: Ein einfacher Graph mit parallelen Kanten

Erweitert man denselben Graphen so, dasseine Kante von �X 0 nach X 2 hinzukommt, mit �D0;2

der Sch•atzung der Posedi�erenz und der dazugeh•origen Kovarianz C0;2, so ver•andern sich G
und B folgenderma�en:

G =

 
C � 1

0;1 + C � 1
1;2 � C � 1

1;2

� C � 1
1;2 C � 1

1;2 + C � 1
0;2

!

B =

 
� C � 1

0;1
�D0;1 + C � 1

1;2
�D1;2

� C � 1
1;2

�D1;2 � C � 1
0;2

�D0;2

!

:

Obwohl die L•osungf•ur den zugrundeliegendenGraphen sehreinfach war, ist dasResultat durch
das Schlie�en desKreisesum einigeskomplizierter geworden:

X = G � 1B

=

 
�

1 C � 1
0;1

�
 

C � 1
0;2C � 1

1;2

C � 1
0;2 + C � 1

1;2

!! � 1

 
C � 1

0;1 (C � 1
0;2 + C � 1

1;2) �D0;1 � C � 1
0;2C � 1

1;2 ( �D0;2 + �D1;2)

� C � 1
0;2C � 1

1;2
�D0;2 + C � 1

0;1 (� C � 1
0;2

�D0;2 + C � 1
1;2 ( �D0;1 + �D1;2))

!

:

Ein weiterer interessanter Fall ist ein einfacher Graph mit 2 Knoten und Kanten, wie in Abbil-
dung 4.3. G und B haben die einfache Form:

G =
�
C00�1 + C0� 1�

B =
�
C00�1 �D 00+ C0� 1 �D 00� :

Hiermit ergibt sich die PoseX 1 und deren Varianz C1 als:

X 1 = G � 1B = (C00�1 + C0� 1)� 1(C00�1 �D 00+ C0� 1 �D 00)

C1 = G � 1 = (C00�1 + C0� 1)� 1:

Dies entspricht der L•osung,die auch ein Kalman-Filter liefert.
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Kapitel 5

Ableitung der Posedi�erenzen und
Ko varianzen

In diesem Kapitel besprechen wir einige M•oglichkeiten, f•ur das lineare Optimierungsproblem
geeignetePosedi�erenzen und Kovarianzen zu erhalten. Hierzu werden zum einen Sch•atzun-
gen aus der Odometrie und zum anderen Sch•atzungen aus dem Matchen zweier Laserscans
herangezogen.F•ur beide M•oglichkeiten werden jeweils 3D-Transformationsfunktionen und 6D-
Transformationsfunktionen betrachtet.

5.1 Posedi�erenzen aus Laserscans

Nehmen wir an, Va und Vb seienzwei Posenaus einem Graphen, die durch eine starke Kante
verbunden sind, das hei�t esgibt eine relevante •Uberlappung der Laserscans.Aus dieser •Uber-
lappung gebeeseineMengevon m korrespondierendenPunktpaaren ua

k ; ub
k mit k = 1; : : : ; m, die

jeweils zu einemeinzigenPunkt in der UmgebungdesRoboters korrespondieren.JederPunkt ua
k

bzw. ub
k ist in dem lokalen Koordinatensystemvon Va bzw. Vb gegeben. Ohne jegliche Fehler in

den Messungenund der Auswahl einesPaares,w•urde ein Punktpaar folgendeGleichung erf•ullen:

� Zk = Va � ua
k � Vb � ub

k = 0:

Wenn nun Messfehlerhinzukommen,kann man � Zk als eineZufallsvariable mit einer unbekann-
ten Kovarianz CZ

k ansehen.Wir stellen zun•achst die Distanzfunktion Fab(Va; Vb) zwischen zwei
Posenals Summe•uber allen Punktpaaren auf.

Fab(Va; Vb) =
mX

k=1

k� Zkk2 =
mX

k=1






 Va � ua

k � Vb � ub
k








2
=

mX

k=1






 (Va 	 Vb) � ua

k � ub
k








2
;

Also kann man Fab als Funktion von der Posedi�erenz D 0 = Va 	 Vb sehen.
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Um mit Hilfe von Fab einenSummandenausder linearenMahalanobis-Distanz(4.2) darzustellen,
linearisieren wir jedes� Zk . Seien �Va und �Vb Sch•atzungen von Va und Vb mit den Fehlern � Va

und � Vb, sodass� Va = �Va � Va und � Vb = �Vb� Vb. Seienweiterhin uk die globalenKoordinaten
desPunktpaares (ua

k ; ub
k ), also uk � Va � ua

k � Vb � ub
k . Durch Taylor Expansion erster Ordnung

von � Zk nach Va und Vb ergibt sich:

� Zk = Va � ua
k � Vb � ub

k := F (Va; Vb)

� F ( �Va; �Vb) � [r �Va
(F ( �Va; �Vb))� Va � r �Vb

(F ( �Va; �Vb))� Vb]

= �Va � ua
k � �Vb � ub

k � [r �Va
( �Va � ua

k )� Va � r �Vb
( �Vb � ub

k )� Vb]:

Nehmenwir an, esgebe eine Matrixdek omposition von r �Va
( �Va � ua

k ) und r �Vb
( �Vb � ub

k ), derart,
dassgilt :

M kHa = r �Va
( �Va � ua

k)

M kHb = r �Vb
( �Vb � ub

k ):

Zus•atzlich gelte, dassM k unabh•angig von Va und Vb ist, sowie dassH a bzw. Hb unabh•angig von
uk und Hb bzw. uk und Ha sind.
F•uhren wir nun zus•atzlich folgendeBezeichnungen ein,

�Zk = �Va � ua
k � �Vb � ub

k

D = (Ha� Va � Hb� Vb);

so l•asst sich � Zk darstellen als:

� Zk � �Va � ua
k � �Vb � ub

k � M k [Ha� Va � Hb� Vb]

= �Zk � M kD:

Nun ist D die linearisierte Posedi�erenz, welche die alte Posedi�erenz D 0 = Va 	 Vb in Fab

ersetzenwird. Da D somit unabh•angig von uk ist, l•asst sich f•ur jedesPunktpaar k ein Fehler
� Zk formulieren. Die Fehlerfunktion Fab kann jetzt leicht als eine Funktion von D geschrieben
werden.

Fab(D ) =
mX

k=1

k� Zkk2 =
mX

k=1

(� Zk )T (� Zk )

�
mX

k=1

( �Zk � M kD)T ( �Zk � M kD):

Mit Z, der Konkatenation aller �Zk und M der Aneinanderreihung aller M k ist diesin Matrixform:

Fab(D ) � (Z � M D)T (Z � M D):
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Nach der Methode der kleinsten Quadrate wird diese Gleichung durch das �D minimiert, das
durch

�D = (M T M )� 1M T Z (5.1)

gegeben ist. Dieses �D werden wir als Posedi�erenzsch•atzung in dem globalenOptimierungspro-
blem verwenden.

Um die zugeh•origeKovarianz CD von �D zu erhalten, betrachten wir denFehler � Zk . Wir machen
die Annahme dassalle Messfehlerunabh•angig identisch normalverteilt um 0 mit der Varianz CZ

K
sind. Sei CZ

K eine d � d Diagonalmatrix mit den Eintr •agen� 2. Somit ist ein typischer Sch•atzer
s2 f•ur � 2 gegeben durch:

s2 = (Z � M �D)T (Z � M �D)=(2m � 3) =
Fab( �D )
2m � 3

:

Die Sch•atzung der Varianz von �D ist demnach gegeben wie folgt:

CD = � 2(M T M )� 1 � s2(M T M )� 1: (5.2)

Wir k•onnen nun eine Mahalanobisdistanz f•ur die beiden PosenVa und Vb aufstellen:

Wab = ( �D � D )T C � 1
D ( �D � D ):

DieseFormulierung steht im Einklang mit dem linearen Optimierungsproblem aus Kapitel 4.2.

Im Verlaufe diesesAbschnittes haben wir grobe Annahmen •uber das Verhalten desFehlers ge-
macht, um eine besonderseinfach zu errechnende Kovarianzmatrix CD zu erhalten. Allerdings
kann der Messfehler in der Praxis durchaus systematisch sein und eine nichttriviale Varianz
besitzen.Andere Sch•atzungen f•ur die Kovarianzen k•onnen jedoch ebenfalls ohne gro�e Schwie-
rigkeiten benutzt werden.
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56 KAPITEL 5. ABLEITUNG DER POSEDIFFERENZEN UND KOVARIANZEN

5.1.1 3D Pose

Was bedeutet dies nun konkret f•ur eine Pose,die gegeben ist durch V = (x; y; � ) ? Um dies zu
beantworten, wendenwir uns zun•achst der Transformations-Operation � zu. Wenn wir die im
vorhergehendenAbschnitt dargestelltenRechnungenf•ur diesenSpezialfall nachvollziehenwollen,
m•ussenwir die Terme r �Va

( �Va � ua
k ) und r �Vb

( �Vb � ub
k ) bestimmen. Seienalso dementsprechend

die PosenVa = (xa; ya; � a) und Vb = (xb; yb; � b) sowie die Punkte ua
k = (xa

k ; ya
k ) und ub

k = (xb
k ; yb

k)
gegeben. Zus•atzlich sind �Va = ( �xa; �ya; �� a) und �Vb = ( �xb; �yb; �� b) die Beobachtungen von Va und
Vb. Die Transformation von uk = (xk ; yk) � Va � ua

k ist nach Abschnitt 3.1 gegeben durch:

uk �

 
xa

ya

!

+

 
cos� � sin �

sin � cos�

!  
xa

k

ya
k

!

xk � xa + xa
k cos� a � ya

k sin � a (5.3)

yk � ya + xa
k sin� a + ya

k cos� a:

Somit folgt der Grad r �Va
( �Va � ua

k ) als:

r �Va
( �Va � ua

k ) =

 
1 0 � xa

k sin �� a � ya
k cos�� a

0 1 xa
k cos�� a � ya

k sin �� a

!

:

F•ur kleine � Va gilt mit den Gleichungen (5.3):

�ya � yk = � xa
k sin �� a � ya

k cos�� a

xk � �xa = xa
k cos�� a � ya

k sin �� a:

Also folgt:

r �Va
( �Va � ua

k) =

 
1 0 �ya � yk

0 1 xk � �xa

!

:

Nun kann ohne weitereseine Matrixdek omposition M kHa f•ur r �Va
( �Va � ua

k ) angegeben werden,
die den Kriterien in Abschnitt 5.1 gen•ugen:

M k =

 
1 0 � yk

0 1 xk

!

; Ha =

0

B
@

1 0 �ya

0 1 � �xa

0 0 1

1

C
A :
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F•ur M kHb = r �Vb
( �Vb � ub

k ) l•asst sich analog ein H b �nden:

Hb =

0

B
@

1 0 �yb

0 1 � �xb

0 0 1

1

C
A :

Denn o�ensichtlich gilt:

� Zk � �Va � ua
k � �Vb � ub

k � [r �Va
( �Va � ua

k)� Va � r �Vb
( �Vb � ub

k )� Vb]

= �Va � ua
k � �Vb � ub

k � M k [Ha� Va � Hb� Vb]:

Um die Posedi�erenzsch•atzung �D = (M T M )� 1M T Z zu erhalten werden die 2m � 3 Matrix M
und der 2m � 1 Vektor Z durch Konkatenation der M k 's bzw. der �Zk 's konstruiert. M hat mit
den Punkten uk = (xk ; yk), f•ur alle k = 1; : : : ; m die Form:

M =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 � y1

0 1 x1
...

...
...

1 0 � ym

0 1 xm

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

Der Vektor Z, bestehendaus den Observationen �Zk desFehlers � Zk , hat die Form:

Z =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

(xa + xa
1 cos� a � ya

1 sin� a) � (xb + xb
1 cos� b � yb

1 sin� b)

(ya + xa
1 sin � a + ya

1 cos� a) � (yb + xb
1 sin � b + yb

1 cos� b)
...

(xa + xa
m cos� a � ya

m sin � a) � (xb + xb
m cos� b � yb

m sin � b)

(ya + xa
m sin � a + ya

m cos� a) � (yb + xb
m sin � b + yb

m cos� b)

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

Mit Hilfe von M und Z lassen sich ohne weiteres mit den Gleichungen (5.1) und (5.2) die
Observation der Posedi�erenz �D und deren Varianz CD berechnen.

Insbesondereist die Varianz CD von Interesse,da wir nun zeigen,dasssie den Anforderung der
positiven De�nitheit gen•ugt.

Bew eis: CD = s2(M T M )� 1 ist genau dann positiv de�nit, wenn (M T M ) positiv de�nit ist,
da s2 > 0.

M T M =

0

B
B
B
B
B
B
@

m 0
mP

k=1
� yk

0 m
mP

k=1
xk

mP

k=1
� yk

mP

k=1
xk

mP

k=1
x2

k + y2
k

1

C
C
C
C
C
C
A

:
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Die symmetrische Matrix M T M ist nach dem Hurwitz-Kriterium [4] genaudann positiv de�nit,
wenn alle Determinanten der oberen linken Untermatrizen gr•o�er als Null sind. O�ensichtlich
erf•ullen die oberen beiden Determinanten mit m > 0 und m2 > 0 diesesKriterium, also bleibt
noch Det(M T M ) mit :

Det(M T M ) = m2
mX

k=1

x2
k + y2

k � m

 
mX

k=1

yk

! 2

� m

 
mX

k=1

xk

! 2

� 0:

Da die Determinante trivialerw eise nicht kleiner Null ist, bleibt noch zu •Uberpr•ufen ob der
Gleichheitsfall eintritt. Nehmen wir dazu an, m sei gr•o�er oder gleich 2, das hei�t es gibt
mindestenszwei korrespondierendePunktpaare. Dies ist sinnvoll, da die Kovarianz CD wegen
s2 = Fab

2m� 3 ansonstenohnehin nicht existiert.

m
mX

k=0

x2
k + y2

k �

 
mX

k=1

yk

! 2

�

 
mX

k=1

xk

! 2

= 0:

Es gilt:

Det(M T M ) = m
mX

k=1

x2
k + y2

k �

 
mX

k=1

yk

! 2

�

 
mX

k=1

xk

! 2

= m
mX

k=1

x2
k + y2

k �
mX

i;j =1

yi yj �
mX

i;j =1

x i x j

= (m � 1)
mX

k=1

x2
k + y2

k �
mX

i;j =1
i 6= j

yi yj �
mX

i;j =1
i 6= j

x i x j

=
mX

i;j =1
i 6= j

(x2
i + x2

j + y2
i + y2

j ) �
mX

i =1

mX

j = i +1

2yi yj �
mX

i =1

mX

j = i +1

2x i x j

=
mX

i;j =1

(x2
i + x2

j � 2x i x j + y2
i + y2

j � 2yi yj )

=
mX

i;j =1

((x i � x j )2 + (yi � yj )2):

Dies ist nur dann gleich Null, falls alle Punkte uk gleich sind, was ohnehin niemals der Fall sein
sollte. Daher gilt:

Det(M T M ) > 0:

Also ist die Kovarianz CD positiv de�nit.
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5.1.2 6D Pose

Eulerwink el

F•ur 6D-Posegegeben durch V = (x; y; z; � x ; � y ; � z) lassensich •ahnliche Berechnungen anstellen.
Seiendie Posesch•atzungen �Va = ( �xa; �ya; �za; �� xa ; �� ya ; �� za ) und �Vb = ( �xb; �yb; �zb; �� xb; �� yb; �� zb) von den
PosenVa = (xa; ya; za; � xa ; � ya ; � za ) und Vb = (xb; yb; zb; � xb; � yb; � zb) im gleichen Sinne de�niert.
Ebenfallsgibt esm Punktpaare (ua

k ; ub
k ) mit ua

k = (xa
k ; ya

k ; za
k ) und ub

k = (xb
k ; yb

k ; zb
k ), die zu jeweils

einemPunkt uk = (xk ; yk ; zk ) korrespondieren.Die Korrelation uk � Va � aa
k ist nach Abschnitt

3.2 gegeben durch:

xk � xa � za
k sin � ya + cos� ya (xa

k cos� za � ya
k sin � za ) =: f 1(Va)

yk � ya + za
k cos� ya sin � xa + cos� xa (ya

k cos� za + xa
k sin � za )

+ sin � xa sin� ya (xa
k cos� za � ya

k sin � za ) =: f 2(Va)

zk � za � sin � xa (ya
k cos� za + xa

k sin � za )

+ cos� xa (za
k cos� ya + sin � ya (xa

k cos� za � ya
k sin � za )) =: f 3(Va):

Die nicht-trivialen relevanten Eintr •age von r �Va
( �Va � ua

k ), also die partiellen Ableitungen nach
den Winkeln sind nun:

@f 1

@� xa

( �Va) = 0

@f 2

@� xa

( �Va) = � sin �� xa (ya
k cos�� za + xa

k sin �� za )

+ cos�� xa (za
k cos�� ya + sin �� ya (xa

k cos�� za � ya
k sin �� za ))

@f 3

@� xa

( �Va) = � cos�� xa (ya
k cos�� za + xa

k sin �� za )

� sin �� xa (za
k cos�� ya + sin �� ya (xa

k cos�� za � ya
k sin �� za ))

@f 1

@� ya

( �Va) = � za
k cos�� ya + sin �� ya (ya

k sin �� za � xa
k cos�� za )

@f 2

@� ya

( �Va) = � sin �� xa (za
k sin �� ya + cos�� ya (ya

k sin �� za ) � xa
k cos�� za )

@f 3

@� ya

( �Va) = � cos�� xa (za
k sin �� ya + cos�� ya (ya

k sin �� za ) � xa
k cos�� za )

@f 1

@� za

( �Va) = � cos�� ya (ya
k cos�� za + xa

k sin �� za )

@f 2

@� za

( �Va) = � sin �� xa sin �� ya (ya
k cos�� za + xa

k sin �� za ) + cos�� xa (xa
k cos�� za � ya

k sin �� za )

@f 3

@� za

( �Va) = � cos�� za (xa
k sin �� xa + ya

k cos�� xa sin �� ya ) + (ya
k sin �� xa � xa

k cos�� xa sin �� ya ) sin �� za :
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Diese lassensich durch Ersetzungen in eine einfachere Form bringen, in der alle x a
k ,ya

k und za
k

verschwinden.

@f 1

@� xa

( �Va) = 0

@f 2

@� xa

( �Va) = zk � �za

@f 3

@� xa

( �Va) = �ya � yk

@f 1

@� ya

( �Va) = ( �za � zk ) cos�� xa + ( �ya � yk ) sin �� xa

@f 2

@� ya

( �Va) = (xk � �xa) sin �� xa

@f 3

@� ya

( �Va) = (xk � �xa) cos�� xa

@f 1

@� za

( �Va) = cos�� ya (( �ya � yk) cos�� xa + (zk � �za) sin �� xa

@f 2

@� za

( �Va) = (xk � �xa) cos�� xa cos�� ya + (zk � �za) sin �� ya

@f 3

@� za

( �Va) = ( �xa � xk) cos�� ya sin �� xa + ( �ya � yk) sin �� ya :

Somit l•asst sich r �Va
( �Va � ua

k) also schreiben als:

r �Va
( �Va � ua

k ) =

0

B
B
@

1 0 0 @f 1
@� x a

( �Va) @f 1
@� y a

( �Va) @f 1
@� za

( �Va)

0 1 0 @f 2
@� x a

( �Va) @f 2
@� y a

( �Va) @f 2
@� za

( �Va)

0 0 1 @f 3
@� x a

( �Va) @f 3
@� y a

( �Va) @f 3
@� za

( �Va)

1

C
C
A :

Nun �nden wir eine Matrixdek omposition, welche die x k ,yk und zk von den Eintr •agender Po-
sesch•atzung �Va trennt. Wenn man beachtet, dassdie partiellen Ableitungen, Polynome ersten
Grades in xk ,yk und zk sind, ist dies zu bewerkstelligen, indem in H a der additiv e Anteil von
dem multplik ativen Anteil getrennt wird.

Setzen wir also M k so fest, dass die additiv en Elemente mit 1 multipliziert werden und die
multiplik ativen mit xk ,yk und zk dann entsteht die folgendeoder eine •ahnliche Matrix:

M k =

0

B
@

1 0 0 0 � yk � zk

0 1 0 zk xk 0

0 0 1 � yk 0 xk

1

C
A :
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Mit diesemM k folgt Ha zwingend als:

Ha =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 �za cos(�� xa ) + �ya sin(�� xa ) �ya cos( �� xa ) cos( �� ya ) � �za cos( �� ya ) sin( �� xa )

0 1 0 � �za � �xa sin(�� xa ) � �xa cos( �� xa ) cos( �� ya ) � �za sin(�� ya )

0 0 1 �ya � �xa cos( �� xa ) �xa cos( �� ya ) sin(�� xa ) + �ya sin( �� ya )

0 0 0 1 0 sin(�� ya )

0 0 0 0 sin( �� xa ) cos( �� xa ) cos( �� ya )

0 0 0 0 cos(�� xa ) � cos( �� ya ) sin(�� xa )

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Man beachte besondersdie obere rechte 3 � 3 Teilmatrix, deren Eintr •age die additiv en Werte
der respektiven partiellen Ableitungen sind. Die Eintr •age der unteren rechten 3 � 3 Matrix
hingegensind die Faktoren der Ableitungen, so verteilt, dasssie richtig mit den x k ,yk und zk

aufeinandertre�en.

Die Matrixdek omposition M kHb f•ur r �Vb
( �Vb � ub

k) l•asst sich gleichsam �nden durch:

Hb =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 �zb cos(�� xb) + �yb sin(�� xb) �yb cos(�� xb) cos( �� yb) � �zb cos(�� yb) sin(�� xb)

0 1 0 � �zb � �xb sin( �� xb) � �xb cos(�� xb) cos( �� yb) � �zb sin( �� yb)

0 0 1 �yb � �xb cos(�� xb) �xb cos( �� yb) sin(�� xb) + �yb sin(�� yb)

0 0 0 1 0 sin(�� yb)

0 0 0 0 sin( �� xb) cos(�� xb) cos( �� yb)

0 0 0 0 cos(�� xb) � cos(�� yb) sin(�� xb)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Um die Posedi�erenzsch•atzung �D zu erhalten, werden•ahnlich wie im 2D-Fall, die 3m � 6 Matrix
M und der 3m Vektor Z konstruiert.

M =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 � y1 � z1

0 1 0 z1 x1 0

0 0 1 � y1 0 x1
...

...
...

...
...

...

1 0 0 0 � ym � zm

0 1 0 zm xm 0

0 0 1 � ym 0 xm

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Z =

0

B
B
B
B
@

�Va � ua
1 � �Vb � ub

1
�Va � ua

2 � �Vb � ub
2

...
�Va � ua

m � �Vb � ub
m

1

C
C
C
C
A

:
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Wir wollen auch hier zeigen,dassdie Varianz CD = s2(M T M )� 1 von �D positiv de�nit ist.

Bew eis: Auch in diesemFall gilt s2 > 0, daher reicht es aus zu zeigen,dassM T M positiv
de�nit ist.

M T M =
mX

k=1

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 � yk � zk

0 1 0 zk xk 0

0 0 1 � yk 0 xk

0 zk � yk y2
k + z2

k xkzk � xkyk

� yk xk 0 xkzk y2
k + x2

k ykzk

� zk 0 xk � xkyk ykzk x2
k + z2

k

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

M T M ist genaudann positiv de�nit, wenn gilt:

aT M T M a > 0; a 2 R6; a 6= 0:

Mit a = (a1; a2; a3; a4; a5; a6)T bedeutet dies:

aT M T M a =
mX

k=1

(a2
1 + a2

2 + a2
3 + a2

4(y2
k + z2

k ) + a2
5(x2

k + y2
k) + a2

6(x2
k + z2

k )

+ 2xk (a2a5 + a3a6) � 2yk(a3a4 + a1a5) + 2zk (a2a4 + a1a6)

� 2a4a6xkyk + 2a4a5xkzk + 2a5a6ykzk ):

Dies l•asst sich umformen zu:

aT M T M a =
mX

k=1

(a1 � a5yk � a6zk )2 + (a2 + a4zk + a5xk)2 + (a3 � a4yk + a6xk )2 � 0: (5.4)

Der Fall M T M = 0 tritt nur auf, wenn alle Summandengleich Null sind, dasshei�t, wenn f •ur
alle uk gilt:

a5yk + a6zk = a1

a4zk + a5xk = � a2

� a4yk + a6xk = � a3:

Konstruieren wir mit B = (a1; � a2; � a3)T und � = (x; y; z)

A =

0

B
@

0 a5 a6

a5 0 a4

a6 � a4 0

1

C
A ; (5.5)

die, zu dem Gleichungssystem•aquivalente, folgendeGleichung in Matrixform:

A� = B : (5.6)
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A ist nicht invertierbar, hat also f•ur alle a 2 R6 den maximalen Rang 2. Der minimale Rang von
A, bei dem die Gleichung erf•ullt sein kann, ist jedoch nicht 0, da aus a4 = a5 = a6 = 0 folgt,
dassauch a1 = a2 = a3 = 0, also a = 0 w•are. Es muss also zumindest einer der Werte a4; a5

und a6 ungleich Null sein. Angenommenes gilt: a4 6= 0, dann l•asst sich A ohne weiteresdurch
elementare Zeilen- und Spaltenoperationen in A 0 umwandeln.

A0 =

0

B
@

0 0 0

0 0 a4

0 � a4 0

1

C
A :

•Ahnliche Matrizen ergeben sich f•ur a5 6= 0 und a6 6= 0. Dies bedeutet, dass,wenn die Gleichung
(5.6) l•osbar ist, gilt:

Rg(A) = 2 , a 6= 0:

Der Rang von A ist also 2 und die L•osungsmengeder Gleichung hat die Dimension 1. Der
Gleichheitsfall des Audruckes (5.4) tritt nur dann auf, wenn alle uk in der L•osungsmengevon
(5.6) liegen.Wenn alsoPunktpaare zu solchen Punkten geh•oren, die auf einer Geradenliegen,ist
die Varianz CD nicht positiv de�nit. Um sicherzustellen,dassCD positiv de�nit ist, reicht esaus,
3 Punktpaare zu haben,die nicht kollinear sind. Diessollte in der Regelbei sich •uberschneidenden
3D-Scansohnehin der Fall sein.
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Quaternionen

Sollten wir unsere Posen mithilfe von Quaternionen de�niert haben, l •asst sich ebenfalls eine
•aquivalente Formulierung �nden. Haben wir also die PosenVa = (xa; ya; za; pa; qa; ra; sa)T und
Vb = (xb; yb; zb; pb; qb; rb; sb)T , deren Sch•atzungen �Va = ( �xa; �ya; �za; �pa; �qa; �ra; �sa)T und �Vb =
( �xb; �yb; �zb; �pb; �qb; �rb; �sb)T und zus•atzlich m Punktpaare (ua

k ; ab
k ) mit ua

k = (xa
k ; ya

k ; za
k ) und ub

k =
(xb

k ; yb
k ; zb

k ), die zu den m Punkten uk = (xk ; yk ; zk ) korrespondieren, dann gilt:

uk � Va � ua
k

xk � xa + (p2
a + q2

a � r 2
a � s2

a)xa
k + 2(q2

ar 2
a � p2

as2
a)ya

k + 2(p2
ar 2

a + q2
as2

a)za
k =: f 1(Va)

yk � ya + 2(q2
ar 2

a + p2
as2

a)xa
k + (p2

a � q2
a + r 2

a � s2
a)ya

k + 2(r 2
as2

a � p2
aq2

a)za
k =: f 2(Va)

zk � za + 2(q2
as2

a � p2
ar 2

a)xa
k + 2(p2

aq2
a + r 2

as2
a)ya

k + (p2
a � q2

a � r 2
a + s2

a)za
k =: f 3(Va)

Die relevanten partiellen Ableitungen sind nach der Beseitigung von x a
k ,ya

k und za
k nun:

@f 1

@pa
( �Va) = 2�paxk + 2�sayk � 2�r azk � 2(�pa �xa + �sa �ya � �ra �za)

@f 2

@pa
( �Va) = � 2�saxk + 2�payk � 2�qazk � 2(�sa �xa + �pa �ya � �qa �za)

@f 3

@pa
( �Va) = 2�r axk � 2�qayk + 2�pazk � 2(�r a �xa � �qa �ya + �pa �za)

@f 1

@qa
( �Va) = 2�qaxk + 2�r ayk + 2�sazk � 2(�qa �xa + �ra �ya + �sa �za)

@f 2

@qa
( �Va) = � 2�r axk + 2�qayk � 2�pazk � 2(� �r a �xa + �qa �ya � �pa �za)

@f 3

@qa
( �Va) = � 2�saxk + 2�payk + 2�qazk � 2(� �sa �xa + �pa �ya + �qa �za)

@f 1

@ra
( �Va) = 2�r axk � 2�qayk + 2�pazk � 2(�r a �xa � �qa �ya + �pa �za)

@f 2

@ra
( �Va) = 2�qaxk + 2�r ayk + 2�sazk � 2(�qa �xa + �ra �ya + �sa �za)

@f 3

@ra
( �Va) = � 2�paxk � 2�sayk + 2�r azk � 2(� �pa �xa � �sa �ya + �ra �za)

@f 1

@sa
( �Va) = 2�saxk � 2�payk � 2�qazk � 2(�sa �xa � �pa �ya � �qa �za)

@f 2

@sa
( �Va) = 2�paxk + 2�sayk � 2�r azk � 2(�pa �xa + �sa �ya � �ra �za)

@f 3

@sa
( �Va) = 2�qaxk + 2�r ayk + 2�sazk � 2(�qa �xa + �ra �ya + �ra �za):
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Nach demselben Prinzip wie bei den Euler-Winkeln lassensich auch hier die Matrixdek omposi-
tionen M kHa und M kHb angeben mit:

M k =

0

B
@

1 0 0 xk 0 � zk yk

0 1 0 yk zk 0 � xk

0 0 1 zk � yk xk 0

1

C
A

Ha =

 
I 3 Ta

0 Ua

!

Hb =

 
I 3 Tb

0 Ub

!

TT
a =

0

B
B
B
B
@

(�ra �za � �pa �xa � �sa �ya) 2(�qa �za � �sa �xa � �pa �ya) 2(�qa �ya � �ra �xa � �pa �za)

� 2(�qa �xa + �ra �ya + �sa �za) ( �r a �xa � �qa �ya + �pa �za) 2(�sa �xa � �pa �ya � �qa �za)

2(�qa �ya � �ra �xa � �pa �za) � 2(�qa �xa + �ra �ya + �sa �za) 2(�pa �xa + �sa �ya � �ra �za)

2(�pa �ya � �sa �xa + �qa �za) 2(�r a �za � �pa �xa � �sa �ya) � 2(�qa �xa + �ra �ya + �ra �za)

1

C
C
C
C
A

Ua =

0

B
B
B
B
@

2�pa 2�qa 2�ra 2�sa

2�qa � 2�pa 2�sa � 2�r a

2�ra � 2�sa � 2�pa 2�qa

2�sa 2�ra � 2�qa � 2�pa

1

C
C
C
C
A

TT
b =

0

B
B
B
B
@

2(�r b�zb � �pb�xb � �sb�yb) 2(�qb�zb � �sb�xb � �pb�yb) 2(�qb�yb � �rb�xb � �pb�zb)

� 2(�qb�xb + �rb�yb + �sb�zb) 2(�r b�xb � �qb�yb + �pb�zb) 2(�sb�xb � �pb�yb � �qb�zb)

2(�qb�yb � �rb�xb � �pb�zb) � 2(�qb�xb + �rb�yb + �sb�zb) 2(�pb�xb + �sb�yb � �rb�zb)

2(�pb�yb � �sb�xb + �qb�zb) 2(�r b�zb � �pb�xb � �sb�yb) � 2(�qb�xb + �rb�yb + �rb�zb)

1

C
C
C
C
A

Ub =

0

B
B
B
B
@

2�pb 2�qb 2�rb 2�sb

2�qb � 2�pb 2�sb � 2�r b

2�rb � 2�sb � 2�pb 2�qb

2�sb 2�rb � 2�qb � 2�pb

1

C
C
C
C
A

:

Um die Posedi�erenzsch•atzung �D und die Kovarianz CD auszurechnen, wird die 3m � 7 Matrix
M und der 3m Vektor Z ben•otigt. Diesehaben die Form wie folgt:

M =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 x1 0 � z1 y1

0 1 0 y1 z1 0 � x1

0 0 1 z1 � y1 x1 0
...

...
...

...
...

...

1 0 0 xm 0 � zm ym

0 1 0 ym zm 0 � xm

0 0 1 zm � ym xm 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; Z =

0

B
B
B
B
@

�Va � ua
1 � �Vb � ub

1
�Va � ua

2 � �Vb � ub
2

...
�Va � ua

m � �Vb � ub
m

1

C
C
C
C
A

:
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Bew eis: Um zu zeigen,dassdie Kovarianz CD = s2(M T M )� 1 positiv de�nit ist, betrachten
wir erneut M T M .

M T M =
mX

k=1

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 xk 0 � zk yk

0 1 0 yk zk 0 � xk

0 0 1 zk � yk xk 0

xk yk zk x2
k + y2

k + z2
k 0 0 0

0 zk � yk 0 y2
k + z2

k � xkyk � xkzk

� zk 0 xk 0 � xkyk x2
k + z2

k � ykzk

yk � xk 0 0 � xkzk � ykzk x2
k + y2

k

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Setzenwir dies in die De�nition der positiven De�nitheit ein, gilt mit dem reellwertigen Vektor
a = (a1; a2; a3; a4; a5; a6; a7)T 6= 0 wie folgt:

aT M T M a =
mX

k=1

(a1 + a4xk + a7yk � a6zk )2

+ (a2 � a7xk + a4yk + a5zk )2

+ (a3 + a6xk � a5yk � a4zk )2:

Dies ist nun genaudann gleich Null, wenn esein (A; B ) 6= 0 gibt, mit dem f•ur alle uk gilt:

Auk = B
0

B
@

a4 a7 � a6

� a7 a4 a5

a6 � a5 a4

1

C
A �

0

B
@

xk

yk

zk

1

C
A =

0

B
@

� a1

� a2

� a3

1

C
A :

Da ausA = 0 folgt, dassauch B = 0 gilt, sind nicht alle a4; a5; a6 und a7 gleich Null. Die Matrix
A erh•alt genaudann den Rang Null, wenn die Determinante Null ist.

Det(A) = 0

= a3
4 + a4a2

5 + a4a2
6 + a4a2

7

= a4(a2
4 + a2

5 + a2
6 + a2

7):

Dies gilt mit A 6= 0 nur, wenn a4 = 0, also wenn A die folgendeForm hat:

A =

0

B
@

0 a7 � a6

� a7 0 a5

a6 � a5 0

1

C
A :

Nun hat A die selbe Form wie in der Gleichung (5.5). Somit hat A mit a4 = 0 den minimalen
Rang 2, und, da die Matrix mit a4 6= 0 immer den vollen Rang hat, gilt auch in diesemFall, dass
die korrespondierendenPunktpaare nicht kollinear sein d•urfen, damit CD positiv de�nit ist.
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5.2 Posedi�erenzen aus Odometrie

In diesemAbschnitt werdenwir Messungenausder Odometrie in die Form der zuvor ver•anderten
Posedi�erenzgleichung bringen. Daf•ur werden wir die unver•anderte Posedi�erenzgleichung f•ur
Odometriemessungeneiner Taylor-Expansion unterziehenund den soentstehendenTerm in eine
Mahalanobisdistanz mit der neuen Posedi�erenz umformen. Allerdings l •asst sich das in dieser
Weise aufgrund der komplexen Matrixdek omposition M kHa im Falle einer 6D-Pose nur mit
Einschr•ankungendurchf•uhren.

Nehmenwir an, zwischen den beidenPosenVa und Vb existiere eine schwache Verbindung, dass
hei�t, es gibt Odometriesch•atzungen �Va und �Vb der Posen Va und Vb. Auch hier haben wir
zun•achst die nicht-lineare Posedi�erenzgleichung D 0, und deren Sch•atzung �D 0 gegeben:

D 0 = Va 	 Vb:

Mit � D 0 = �D 0� D 0 und der Varianz C0 desFehlersstellen wir die folgendeMahalanobisdistanz-
geichung auf.

Wab = (� D 0)T C0� 1(� D 0)

= ( �D 0 � D 0)T C0� 1( �D 0 � D 0):

Ziel ist es,dieseGleichung in eine Form zu bringen, die der, der Posedi�erenzenaus Abschnitt
5.1 gleich kommt. Wir m•ussenalso eine M•oglichkeit �nden, eine Mahalanobisdistanz mit Hilfe
der linearisierten PoseD = �Ha� Va � �Hb� Vb zu formulieren.

Seien� Va = �Va � Va und � Vb = �Vb � Vb die Messfehlerin den Posen,dann f•uhren wir auf D 0

eine Tayler-Entwicklung erster Ordnung nach Va und Vb durch.

� D 0 = �D 0 � D 0

= �D 0 � (Va 	 Vb)

� �D 0 � ( �Va 	 �Vb) + r �Va
( �Va 	 �Vb)� Va + r �Vb

( �Va 	 �Vb)� Vb:

Wir f•uhren folgendeBezeichnungen ein,

K � 1
a := r �Va

( �Va 	 �Vb)

K � 1
b := �r �Vb

( �Va 	 �Vb);

und postulieren mit den bereits bekannten H a und Hb eine Bedingung wie folgt.

K aK � 1
b = H � 1

a Hb:

Dies ergibt eingesetztin � D 0:

� D 0 � �D 0� ( �Va 	 �Vb) + K � 1
a � Va � K � 1

b � Vb

= �D 0� ( �Va 	 �Vb) + K � 1
a (� Va � H � 1

a Hb� Vb):
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Es liegt nun nahe, einen neuenMessfehler� D zu de�nieren, so dassgilt:

� D = � HaK a� D 0

= HaK a(( �Va 	 �Vb) � �D 0) + (Ha� Va � Hb� Vb)

= �D � D :

Wobei D = H a� Va � Hb� Vb die linearisierte Posedi�erenz und �D = HaK a(( �Va 	 �Vb) die
Sch•atzung der Posedi�erenz ist. Die Kovarianz C von �D ergibt sich dementsprechend aus C0

mit:
C = HaK aC � 1K T

a H T
a :

Mit diesenWerten wird die MahalanobisdistanzWab jetzt umgeformt zu:

Wab � ( �D � D )T C � 1( �D � D ):

5.2.1 3D Pose

Wir werden nun den Spezialfall von 3D-Posen behandeln. Nehmen wir an der Roboter f•ahrt
von der PoseVb = (xb; yb; � b)T zu der PoseVa = (xa; ya; � a)T . Uns sind von der Odometrie die
Sch•atzungen �Va = ( �xa; �ya; �� a)T und �Vb = ( �xb; �yb; �� b)T der Posenmit den Fehlern � Va und � Vb

gegeben, so dassgilt � Va = �Va � Va und � Vb = �Vb � Vb.

Um die Taylorexpansion von D 0 nachzuvollziehen, betrachten wir die inverse Translations-
Operation Va 	 Vb:

x = (xa � xb) cos� b + (ya � yb) sin � b

y = � (xa � xb) sin � b + (ya � yb) cos� b

� = � a � � b:

Wir ben•otigen also die Ableitungen K � 1
a und K � 1

b von D 0 nach Va und Vb.

r �Va
( �Va 	 �Vb) = K � 1

a =

0

B
@

cos�� b sin �� b 0

� sin �� b cos�� b 0

0 0 1

1

C
A

r �Vb
( �Va 	 �Vb) = � K � 1

b =

0

B
@

� cos�� b � sin �� b � ( �xa � �xb) sin �� b + ( �ya � �yb) cos�� b

sin �� b � cos�� b � ( �xa � �xb) cos�� b � ( �ya � �yb) sin �� b

0 0 � 1

1

C
A :

Besonderszu beachten ist K aK � 1
b = H � 1

a Hb mit:

K aK � 1
b = H � 1

a Hb = Hab =

0

B
@

1 0 �yb � �ya

0 1 �xa � �xb

0 0 1

1

C
A :
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Somit ist also im 2D-Fall die Bedingung K aK � 1
b = H � 1

a Hb erf•ullt und � D 0 l•asst sich approxi-
mieren durch:

� D 0 = �D 0� (Va 	 Vb)

� �D 0� ( �Va 	 �Vb) + K � 1
a (� Va � Hab� Vb):

Ebensok•onnen wir den neuen Messfehler� D = � H aK a� D 0 de�nieren und die Mahalanobis-
distanz umschreiben zu:

Wab � ( �D � D )T C � 1( �D � D ):

Die Kovarianz C von �D kann folgenderma�en aus C0 errechnet werden.

C = HaK aC0K T
a H T

a :

Wenden wir uns nun der Kovarianz C0 der Posedi�erenz D 0 zu. Wir nehmen an, wir erhalten
bei einemPositionswechsel desRoboters von der Odometrie die Werte � ,� und L . Die Roboter-
plattform dreht sich alsozun•achst um einenWinkel � , bewegt sich anschlie�end um eineDistanz
L und dreht sich am Ende der Strecke erneut um einenWinkel � . Die Varianz dieserMesswerte
seidurch � � ,� L und � � gegeben. Die Posedi�erenz D 0 = (x; y; � )T l•asstsich dann errechnen aus:

x = L cos�

y = L sin �

� = � + � :

Daraus folgt die Kovarianz C0 von D 0 als:

C0 = J

0

B
@

� 2
� 0 0

0 � 2
L 0

0 0 � 2
�

1

C
A J T ;

mit J , dem Grad von D 0:

J =

0

B
@

� L sin� cos� 0

L cos� sin � 0

1 0 1

1

C
A :

F•ur die Varianz C von D bedeutet dies also:

C = HaK aJ

0

B
@

� 2
� 0 0

0 � 2
L 0

0 0 � 2
�

1

C
A J T K T

a H T
a :

Da Ha,K a und J mit L 6= 0 trivialerw eiseinvertierbar sind, folgt, dassC positiv de�nit ist.
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5.2.2 6D Pose

Um Odometriemessungenauch f•ur 6D Posen nutzbar zu machen, werden wir im Zuge die-
ses Kapitels annehmen, dass die Odometrie nichts •uber die H•ohe z des Roboters und die
Orientierungen � x und � y aussagt, diese also zwischen 2 Posen, soweit es die Odometrie be-
tri�t, unver•andert bleiben. Wir haben also eine Messung �D 0 der Posedi�erenz D 0 zwischen
Va = (xa; ya; za; � xa ; � yb; � zb)T und Vb = (xb; yb; zb; � xb; � yb ; � zb)

T gegeben, mit der Posedi�erenz-
gleichung:

D 0 = Va 	 Vb:

Seien �Va = ( �xa; �ya; �za; �� xa ; �� yb ; �� zb)T und �Vb = ( �xb; �yb; �za; �� xb; �� yb ; �� zb)
T die Sch•atzungender Posen

Va und Vb mit den Fehlern � Va und � Vb, so dassgilt � Va = �Va � Va und � Vb = �Vb � Vb.

Um auf die Posedi�erenz D 0 = (x; y; z; � x ; � y ; � z)T die Taylor-Expansion erster Ordnung anzu-
wenden,betrachten wir zun•achst Va 	 Vb.

x = (xa � xb) cos� yb cos� zb + cos� xb((za � zb) cos� zb sin � yb + (ya � yb) sin � zb)

+ sin � xb((ya � yb) cos� zb sin� yb + (� za + zb) sin � zb) =: f 1

y = � (za � zb) cos� zb sin � xb + (( � xa + xb) cos� yb + (� ya + yb) sin � xb sin � yb) sin � zb

+ cos� xb((ya � yb) cos� zb + (� za + zb) sin � yb sin � zb) =: f 2

z = (za � zb) cos� xb cos� yb + (ya � yb) cos� yb sin � xb + (� xa + xb) sin � yb =: f 3

� x = � xa � � xb

� y = � ya � � yb

� z = � za � � zb:

Die Ableitung K � 1
a ist gegeben durch:

r �Va
( �Va 	 �Vb) = K � 1

a =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

@f 1
@xa

( �Va) @f 1
@ya

( �Va) @f 1
@za

( �Va) 0 0 0
@f 2
@xa

( �Va) @f 2
@ya

( �Va) @f 2
@za

( �Va) 0 0 0
@f 3
@xa

( �Va) @f 3
@ya

( �Va) @f 3
@za

( �Va) 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:
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Die Eintr •ageder Matrix sind gegeben durch:

@f 1

@xa
( �Va) = cos�� yb cos�� zb

@f 2

@xa
( �Va) = � cos�� yb sin �� zb

@f 3

@xa
( �Va) = � sin �� yb

@f 1

@ya
( �Va) = cos�� zb sin �� xb sin �� yb + cos�� xb sin �� zb

@f 2

@ya
( �Va) = cos�� xb cos�� zb � sin �� xb sin �� yb sin �� zb

@f 3

@ya
( �Va) = cos�� yb sin �� xb

@f 1

@za
( �Va) = cos�� xb cos�� zb sin �� yb � sin �� xb sin �� zb

@f 2

@za
( �Va) = � cos�� zb sin �� xb � cos�� xb sin �� yb sin �� zb

@f 3

@za
( �Va) = cos�� xb cos�� yb:

Die Ableitung von ( �Va 	 �Vb) nach �Vb ist dann:

r �Va
( �Va 	 �Vb) = � K � 1

b =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� @f 1
@xa

( �Va) � @f 1
@ya

( �Va) � @f 1
@za

( �Va) @f 1
@� x b

( �Vb)
@f 1
@� y b

( �Vb)
@f 1
@� zb

( �Vb)

� @f 2
@xa

( �Va) � @f 2
@ya

( �Va) � @f 2
@za

( �Va) @f 2
@� x b

( �Vb)
@f 2
@� y b

( �Vb)
@f 2
@� zb

( �Vb)

� @f 3
@xa

( �Va) � @f 3
@ya

( �Va) � @f 3
@za

( �Va) @f 3
@� x b

( �Vb)
@f 3
@� y b

( �Vb)
@f 3
@� zb

( �Vb)

0 0 0 � 1 0 0

0 0 0 0 � 1 0

0 0 0 0 0 � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

Mit den folgendenpartiellen Ableitungen:

@f 1

@� xb

( �Va) = sin �� xb(( � za + zb) cos�� zb sin �� yb + (� ya + yb) sin �� zb)

+ cos�� xb(( �ya � �yb) cos�� zb sin �� yb + (� �za + �zb) sin �� zb)
@f 2

@� xb

( �Va) = cos� xb(( � �za + �zb) cos� zb + (� �ya + �yb) sin � yb sin � zb)

+ sin �� xb(( � �ya + yb) cos�� zb + (�za � �zb) sin �� yb sin �� zb)
@f 3

@� xb

( �Va) = cos�� yb(( �ya � �yb) cos� xb + (� �za + �zb) sin �� xb)
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@f 1

@� yb

( �Va) = cos�� zb(( �za � �zb) cos�� xb cos�� yb + ( �ya � �yb) cos�� yb sin �� xb + (� �xa + �xb) sin �� yb)

@f 2

@� yb

( �Va) = (( � �za + �zb) cos�� xb cos�� yb + (� �ya + �yb) cos�� yb sin �� xb + ( �xa � �xb) sin �� yb) sin �� zb

@f 3

@� yb

( �Va) = (� �xa + �xb) cos�� yb + (( � �za + �zb) cos�� xb + (� �ya + �yb) sin �� xb) sin �� yb

@f 1

@� zb

( �Va) = (� �xa + �xb) cos�� yb sin �� zb + sin �� xb(( � �za + �zb) cos�� zb + (� �ya + �yb) sin �� yb sin �� zb)

+ cos�� xb(( �ya � �yb) cos�� zb + (� �za + �zb) sin �� yb sin �� zb)
@f 2

@� zb

( �Va) = cos�� zb(( � �xa + �xb) cos�� yb + (( � �za + �zb) cos�� xb + (� �ya + �yb) sin �� xb) sin �� yb)

+(( � �ya + �yb) cos�� xb + (�za � �zb) sin �� xb) sin �� zb

@f 3

@� zb

( �Va) = 0:

Somit l•asst sich � D 0 schreiben als:

� 0 = �D 0� (Va 	 Vb)

� �D 0� ( �Va 	 �Vb) + (K � 1
a � Va � K � 1

b � Vb):

Um wie zuvor den neuenPosefehler� D einzuf•uhren, m•ussenwir die Substitutionen � xa = � xb

und � ya = � yb durchf•uhren. Dann gilt:

K aK � 1
b =

 
I 3 K

0 I 3

!

= Hab = H � 1
a Hb:

Dabei ist K gegeben durch:

K =

0

B
@

0 (�zb� �za) cos�� xb + ( �yb � �ya) sin �� xb cos�� yb(( �yb � �ya) cos�� xb + (�za � �zb) sin �� xb)

�za � �zb ( �xa � �xb) sin �� xb ( �xa � �xb) cos�� xb cos�� yb + (�za � �zb) sin �� yb

�yb � �ya ( �xa � �xb) cos�� xb ( �xb � �xa) cos�� yb sin �� xb + ( �yb � �ya) sin �� yb

1

C
A :

Nun l•asst sich mit � D = � H � 1
a K a� D 0 die MahalanobisdistanzWab aufstellen.

Wab � ( �D � D )T C � 1( �D � D ):

Mit den bereits bekannten Bezeichnungen f•ur D und �D ausAbschnitt 5.2. Die Kovarianz C von
�D geht auch hier folgenderma�en aus C0 hervor.

C = HaK aC0K T
a H T

a :
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Wir wollen nun die Kovarianz von D 0 = (x; y; z; � x ; � y ; � z)T herleiten. Dazu nehmenwir an, dass
die Odometrie die Werte � ,� und L mit derselben Bedeutung wie in Abschnitt 5.2.1 liefert.
Zus•atzlich haben wir ebensodie willk •urlichen Sch•atzungen z0,� 0

x und � 0
y der respektiven Koor-

dinaten der Posedi�erenz. Die Varianz dieser Werte sei modelliert durch � � ,� � ,� L ,� z0,� � 0
x

und
� � 0

y
. D 0 ist durch folgendeBeziehungen gegeben:

x = L cos�

y = L sin �

z = z0

� x = � 0
x

� y = � 0
y

� z = � + � :

Dann ergibt sich die Varianz C0 aus:

C0 = J

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� 2
� 0 0 0 0 0

0 � 2
L 0 0 0 0

0 0 � 2
z0 0 0 0

0 0 0 � 2
� 0

x
0 0

0 0 0 0 � 2
� 0

y
0

0 0 0 0 0 � 2
�

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

J T ;

wobei J die Jakobi-Matrix bestehendaus allen partiellen Ableitungen von D 0 ist.

J =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� L cos� cos� 0 0 0 0

L cos� sin � 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:
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Wenn wir zus•atzlich die Tatsache repr•asentieren wollen, dass die Odometrie nichts •uber die
Werte z, � x und � y der Posedi�erenz aussagt,so w•ahlen wir einfach f•ur die Varianzen � z0,� � 0

x

und � � 0
y

beliebig gro�e Werte. F•ur die L•osung des Optimierungsproblems ist in der Regel nur
die Inverseder Kovarianz von Bedeutung.

C0� 1 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

cos2 �
� 2

L
+

(� 2
� + � 2

� ) sin2 �

L 2 � 2
� � 2

�

(L 2 � 2
� � 2

� � � 2
L (� 2

� + � 2
� )) cos� sin �

L 2 � 2
L � 2

� � 2
�

0 0 0 sin �
L� 2

�
(L 2 � 2

� � 2
� � � 2

L (� 2
� + � 2

� )) cos� sin �

L 2 � 2
L � 2

� � 2
�

sin2 �
� 2

L
+

(� 2
� + � 2

� ) cos2 �

L 2 � 2
� � 2

�
0 0 0 � cos�

L� 2
�

0 0 1
� 2

z 0
0 0 0

0 0 0 1
� 2

� 0
x

0 0

0 0 0 0 1
� 2

� 0
y

0

sin �
L� 2

�
� cos�

L� 2
�

0 0 0 1
� 2

�

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Machen wir nun einige Festlegungenwie folgt,

1
� 2

z0

= 0;
1

� 2
� 0

x

= 0;
1

� 2
� 0

y

= 0;

somodelliert diesdie v•ollige Unbekanntheit dieserWerte. Allerdings hat diesebenfallsdie Folge,
dassC0� 1 nicht invertierbar und erst recht nicht positiv de�nit ist. Wird also dieseKovarianz
verwendet, sollte dies nur mit Vorsicht getan werden und zum Beispiel nicht Bestandteil eines
minimal verbundenenGraphen sein,da ansonstendaslineare Optimierungsproblem nicht l •osbar
w•are. Geht man jedoch von reellwertigen Varianzen � z0, � � 0

x
und � � 0

y
aus, so ist C0 und auch

C = HaK aC0K T
a H T

a positiv de�nit und gen•ugt vollkommen den Anspr•uchen aus Kapitel 4.2.
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5.3 Bedeutung der linearisierten Posedi�erenzgleic hung

In denvorangegangenenAbschnitten wurde die linearisierte Posedi�erenzgleichung D i;j zwischen
zwei PosenVi und Vj eingef•uhrt.

D i;j = H i � Vi � H j � Vj :

Ebenfalls wurde eine Sch•atzung �D i;j von D i;j und die dazugeh•orige Kovarianz Ci;j hergelei-
tet. Angenommenwir haben n + 1 angefahreneRoboterposenV0; V1; : : : ; Vn , derenSch•atzungen
�V0; �V1; : : : ; �Vn und somit alle �D i;j und Ci;j . Dann k•onnenwir das folgendelineare Optimierungs-
problem aufstellen:

W =
X

i;j

Wi;j

=
X

i;j

( �D i;j � D i;j )T C � 1
i;j ( �D i;j � D i;j ):

Dies hat dann den Vektor X , mit der zugeh•origen Kovarianz C X zur L•osung. Die Eintr •age
X i von X sind jetzt allerdings nicht direkt die gesuchten Posen Vi , sondern stattdessen gilt:
X i = H i � Vi . Um also an die PoseVi zu kommen, f•uhrt man folgendeAktualisierung durch:

Vi = �Vi � H � 1
i X i :

Ebensomussdie Kovarianz Ci von Vi aktualisiert werden.

Ci = (H � 1
i )CX

i (H � 1
i )T :

Wobei CX
i die Kovarianz von X i ist. Dies geht so aber nur unter der Annahme, dassV0 = 0 ist.

Sollte dieshingegennicht der Fall sein,f•uhrt man anschlie�end noch die folgendeTransformation
durch:

V 0
i = V0 � Vi

C0
i = K 0Ci K T

0 :

Gilt V0 = (x0; y0; � 0)T , so ist K 0 gegeben durch:

K 0 =

0

B
@

cos� 0 � sin � 0 0

sin � 0 cos� 0 0

0 0 1

1

C
A :

Haben wir hingegeneine 6D-Posemit V0 = (x0; y0; z0; � x0 ; � y0 ; � z0 )T , so gilt:

K 0 =

 
R� x 0 ;� y 0 ;� z0

0

0 I 3

!

;

wobei I 3 die Identit •atsmatrix der Dimension 3 ist, w•ahrend R� x 0 ;� y 0 ;� z0
die Rotationsmatrix mit

den Winkeln � x0 ,� y0 und � z0 ist.
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Kapitel 6

Der Algorithm us von Lu und Milios

In diesemKapitel beschreiben wir den Algorithm us f•ur global konsistentes Scanmatching nach
Lu und Milios. Dabei behandelnwir zuerst den Algorithm us und seineFunktionsweiseals sol-
chesund gehensp•ater auf die Implementierung ein. Der Algorithm us ist in seinerurspr •unglichen
Form nur f•ur zweidimensionaleDaten ausgelegt,in unsererImplementierung zus•atzlich auch auf
dreidimensionalenDaten anwendbar. Abschlie�end stellen wir einigeErgebnisseausExperimen-
ten vor und vergleichen diesemit dem ICP-Algorithm us.

Anhand der in Kapitel 5 abgeleiteten Posedi�erenzen und Kovarianzen beschreiben wir hier
einepraktische AnwendungdesSch•atzungsproblemsausKapitel 4. Die Anwendungerstellt eine
global konsistente Karte einer Roboterfahrt ausw•ahrend der Fahrt aufgenommenenLaserscans.
Im Programmablauf der Implementation bilden wir zuerst ein Netz aus den Roboterposen,
an denen ein dreidimensionaler Laserscanaufgenommenwurde. Die initialen Posesch•atzungen
�V1; ::: �Vn entnehmen wir den Odometriemessungen.F•ur jeden Link desGraphen berechnen sich
die Posedi�erenzensch•atzungen �D ij aus den Posesch•atzungen nach Gleichung (5.1) und ebenso
die Kovarianzmatrizen Ci;j entsprechend Gleichung (5.2). Aus den �D i;j und den Ci;j bilden wir
das GleichungssystemGX = B aus Abschnitt 4.2 und l•osendiesesnach den Posevariablen X
auf.

Um G und B zu erstellen,ben•otigen wir C � 1
i;j und C � 1

i;j
�D i;j . In unseremGraphen ausVerbindun-

gen zwischen den Scanskann man zwischen starken und schwachen Kanten unterscheiden. Die
starken Kanten entstehen aus dem Matching von zwei Laserscans.F•ur dieseKanten lassensich
die Komponenten leicht berechnen mit C � 1

i;j = (M T M =s2) und C � 1
i;j

�D i;j = (M T Z)=s2. Im Falle
einer schwachen Kante aus Odometriedaten ergibt sich die L•osungdurch Multiplik ation kleiner
(im dreidimensionalenFall (6 � 6)) Matrizen. In unsererImplementation verzichten wir dennoch
auf die Ber•ucksichtigung der schwachen Verbindungen, da diese bei dreidimensionalen Daten
wenig aussagekr•aftig sind. Odometriewerte geben zwar Auskunft •uber die x- und y-Koordinaten
sowie den Winkel � z, •uber die z-Koordinate und die beidenWinkel � x und � y verm•ogensieaber
keine Informationen zu geben. Die von uns vorgeschlageneVariante mit beliebig gro�en Varian-
zen f•ur die nicht erfasstenWerte (vgl. Kapitel 5.2.2) ist zwar eine M•oglichkeit diesefehlenden
Informationen zu umgehen,ist aber unserer Meinung nach nicht besonderssinnvoll. Auf diese
Weise sind nur die H•alfte der Informationen •uber die Verbindung zweier Scansbekannt. Aus
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diesendennoch eine gute Transformation zu errechnen, erscheint uns als kaum m•oglich. Deswe-
genbeschr•anken wir uns auf die Berechnungen mit den tats•achlich vorhandenenDaten ausdem
Scanmatching.

Bei der Formulierung des Optimierungsproblems verwenden wir zur Linearisierung der Pose-
di�erenzen eine lineare Approximation. Der Fehler dieser Approximation ist proportional zum
Fehler der initialen Posesch•atzung. Dies f•uhrt dazu, dassman wiederholter Anwendung desAl-
gorithmus das Ergebnis noch verbessernkann. So kann bereits durch wenige Iterationen ein
gutes Ergebnis erzielt werden.

6.1 Implemen tierung

6.1.1 Global konsisten tes Scan Matc hing nach Lu und Milios

Repr •asentation der Scans

Die Repr•asentation der Scandaten ist in einer sehr einfach Form gehalten. F•ur jeden dreidi-
mensionalenLaserscanexistieren drei Dateien, von denen zwei die urspr •unglichen Messwerte
enthalten und auch nicht ver•andert werden. Die •Anderungen, die durch den Algorithm us er-
reicht werden,werdeneinzig und allein in der dritten Datei eingetragen,um die Messwerte nicht
zu verf•alschen.

Die ersteDatei enth •alt die PosedesRoboters mit der x-, y- und z-Koordinate und den Winkeln
� x , � y , � z im Moment der Aufzeichnung des Laserscans.Diese Daten entsprechen der Odo-
metriesch•atzung des Roboters, die teilweisemanuell oder mit ICP vorverarbeitet wurden. Der
zweite Bestandteil sind die gescannten Punkte. Jeder Scanpunkt wird durch die x-, y-, und z-
Koordinaten im lokalen Koordinatensystem,de�niert durch die Roboterpose,repr•asentiert. Der
dritte Baustein enth •alt die n•otigen Transformationen f•ur den jeweiligen Scan.F•ur die Darstel-
lung der Scansist esnotwendig,siein ein globalesKoordinatensystemzu •ubertragen.Dieseswird
in unseremFall durch das lokale Koordinatensystem des ersten Scansde�niert. In der dritten
Datei werden f•ur jeden Scan alle Transformationen abgespeichert, die durch den Algorithm us
berechnet werden.Dies ist zum einendie Anfangstransformation, die den Scannach seinerPose
ausrichtet. Des Weiteren wird in jedem Iterationsschritt die Transformation abgespeichert, die
den Scanvon seinerUrsprungsposition in die aktuell berechnete bringt.

Bilden des Netzes

Ein f•ur die Funktionalit •at desAlgorithm us essentieller Bestandteil ist das Vorhandenseineines
Netzes,das •uber die Verbindungen zwischen den einzelnenScansAuskunft gibt. Wie in Kapi-
tel 2.2.1 beschrieben ist es kein Leichtes, ein solches Netz aufzustellen und eine automatisierte
Erstellung einessolchen erfordert einen eigenenAlgorithm us. Deswegenerm•oglicht unser Pro-
gramm unterschiedliche Ans•atze zum Bilden einesGraphen, der die Roboterfahrt nachvollzieht.
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Sequentielles Matc hing Hier wird eine Roboterfahrt repr•asentiert, in der keine Position
zweimal angefahrenwird. Das Matching wird sequentiell durchgef•uhrt, das hei�t, jeder Scan
wird an seinenVorg•anger angepasst.

Sequentielles Matc hing mit Schleife DieserAnsatz interpretiert eineMengevon Scansals
ein gro�e Schleife. Hier wird davon ausgegangen,dassStart- und Endpunkt einer Roboterfahrt
nahezuidentisch sind. Zus•atzlich zu der sequentiellen Abarbeitung der Scanswird der ersteScan
an den letzten angepasst.

Automatisiert erstelltes Netz Ein intuitiv er Ansatz zum Erstellen eines Netzes ist die
Erstellung anhand der Odometriedaten und der Gr•o�e des Bereichs, den ein Scan •uberdeckt.
Wir approximieren den Bereich, den ein Scan •uberdeckt, durch eine Kugel, mit Mittelpunkt im
Schwerpunkt der Punktemenge und dem Abstand zwischen Roboterposition und Mittelpunkt
als Radius. Zwei Scans•uberlappen sich, wenn der Abstand der Schwerpunkte kleiner ist als die
H•alfte der Summe ihrer Radien. In das Netz f•ur das Matching werden alle Paare von •uberlap-
pendenScanseingef•ugt. DieserAnsatz verlangt, dassdie Sch•atzung der Roboterposeann•ahernd
den wahren Werten entspricht, da sonst falsche Korrespondenzenzwischen den einzelnenScans
gefundenwerden k•onnen.

Einlesen eines Netzes Als letzte M•oglichkeit die Korrespondenzenzwischen den Scansf•ur
den Algorithm us zur Verf•ugung zu stellen erm•oglichen wir eineexterne Bestimmung desNetzes.
Wie in Kapitel 2.2.1 beschrieben gibt es viele M•oglichkeiten, auch mit anderen Sensoren,die
ansonstenf•ur denhier implementierten Algorithm us nicht von Bedeutungsind, Korrespondenzen
zwischen Roboterposenzu �nden. Um dieseInformationen verwendenzu k•onnen, existiert eine
Funktion zum EinlesendesNetzesaus einer Datei. DieseDatei ist in einer sehr einfachen Form
gehaltenund kann durch ein externesProgramm geschrieben oder auch manuell erstellt werden.

Punktpaare

Die Bestimmung von Punktpaaren ist ein essentieller Bestandteil desAlgorithm us. Die Qualit •at
der Punktpaare beein
usst ma�geblich dasErgebnisdesAlgorithm us. Da die Suche nach Punkt-
paarender zeitaufwendigsteBestandteil ist, haben wir uns bei der Suche nach Punktpaaren f •ur
die schnellste Variante entschieden, der auch beim ICP-Algorithm us verwendeten Suche nach
dem n•achsten Punkt mit Hilfe eineskd-trees (vgl. Kapitel 2.1.1). Bei jedem Paar von •uberlap-
pendenScanswird f•ur jeden Punkt aus dem aktuellen Scanein korrespondierenderPunkt aus
dem Referenzscangesucht. Ist die Distanz zum n•achsten Punkt zu gro�, wird das Punktpaar
nicht ber•ucksichtigt. Daf•ur wird aus den Punkten des Referenzscansein kd-tree gebildet. Zur
Optimierung des Baumes wird das in Kapitel 2.1.1 beschriebeneVerfahren verwendet, in dem
als diskriminierender Schl •usseldie Koordinate mit der breitesten Verteilung gew•ahlt wird und
als Grenze der Mittelw ert zwischen der Ober- und Untergrenze. In jedem Blatt be�nden sich
h•ochstens zehn Punkte. Die Suche nach dem n•achsten Punkt verl•auft ebenfalls wie in Kapitel
2.1.1 beschrieben.

Global konsistente 3D Kar tier ung am Beispiel des Bot anischen Gar tens in
Osnabr •uck



80 KAPITEL 6. DER ALGORITHMUS VON LU UND MILIOS

Wir verzichten hier auf eine Reduktion der Punktpaare. Zur Beschleunigung des Algorithm us
kann dies jedoch hilfreich seinoder bei geringerervorhandenerRechnerleistung sogarnotwendig
werden.

Minimierung der Fehlerfunktion

Wie viele Optimierungsalgorithmen arbeitet auch der von uns verwendete auf Basis der Mini-
mierung einer Fehlerfunktion. Die hier verwendeteFehlerfunktion entstammt dem in Kapitel 4
beschriebenenSch•atzungsproblemsmit

W = ( �D � HX )T C � 1( �D � HX ):

W setzt sich zusammenals Summe von Termen f•ur jede Kante, bestehendaus der observier-
ten Posedi�erenz der beiden Endknoten der Kante und der Kovarianz dieser Observation. Die
Minimierung von W ergibt sich durch

X = (H T C � 1H )� 1H T C � 1 �D = G � 1B

Wobei sich B aus den Vektoren B i =
P n

j =0; j 6= i C � 1
i;j

�D i;j zusammensetztund G eine Matrix aus
den entsprechendenKovarianzen ist (vgl. Kapitel 4). Die �D i;j sind die Posedi�erenzendesi -ten
und j -ten Scans,die sich anfangs aus den durch Odometriedaten oder deren Vorverarbeitung
mit ICP bestimmten Posedatendes Scansergibt und in sp•ateren Iterationsschritten die trans-
formierten Werte beinhaltet. Die Posedi�erenz ergibt sich wie in Kapitel 5 beschrieben, ausden
Di�erenzen aller Punktpaare der beiden Scansmit

�D = (M T M )� 1M T Z:

Die Varianz von �D wird approximiert durch

CD � s2(M T M )� 1:

Da f•ur den Algorithm us nur das Inverse C � 1
D ben•otigt wird, verwenden wir hier die direkte

Berechnung durch

C � 1
D = (M T M )=s2

C � 1
D

�D = (M T Z)=s2:

Gleichung (5.1.2) verdeutlicht, wie man M T M e�zien t ohne Matrixm ultiplik ation aufstellen
kann. Eine •ahnliche Vereinfachung existiert auch f•ur die Berechnung von M T Z durch

M T Z =
mX

k=0

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� xk

� yk

� zk

� zk � � yk + yk � � zk

� yk � � xk + xk � � yk

zk � � xk � xk � � zk

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
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mit 0

B
@

� xk

� yk

� zk

1

C
A = �Zk = �Va � ua

k � �Vb � ub
k

und einer Ann•aherung der exakten Werte einesjeden Punktes durch

0

B
@

xk

yk

zk

1

C
A = uk � ( �Va � ua

k + �Vb � ub
k )=2:

s2 erh•alt man durch einfache Summierung von

s2 =
mP

k=0
(� xk � ( �D0 � yk � �D4 + zk � �D5))2

+ (� yk � ( �D1 � zk � �D3 + xk � �D4))2

+ (� zk � ( �D2 + yk � �D3 � xk � �D5))2:

Durch Summierung der so erhaltenen Matrizen C � 1
D und C � 1

D
�D erhalten wir B und G.

Um den L•osungsvektor X zu erhalten, muss nun G invertiert und mit B multipliziert werden.
Dieser Schritt l•asst sich nicht weiter beschleunigen.

Die Aktualisierung der Scanposengeschieht wie in Abschnitt 5.3beschrieben.Der ersteScanliegt
auf dem Nullpunkt desglobalenKoordinatensystems.Alle anderenScansm•ussennun relativ zu
diesemverschoben werden. Die neuePosedesi -ten Scanswird durch

Vi = �Vi � H � 1
i X i

gegeben.

Aufgrund der Approximierung durch Linearisierung der Posedi�erenzen sind die berechneten
Posenkein optimales Ergebnis. Der Fehler der Approximation ist proportional zum Fehler der
Anfangssch•atzungen. Durch mehrfache Anwendung des Algorithm us k•onnen wir das Ergebnis
verbessern.Dabei sind die neu erlangten PosenGrundlage f•ur die Posedi�erenzgleichungen. Die
Kovarianzen einer jeden Verbindung kann man neu berechnen oder der in der vorangegangenen
Iteration berechneten Kovarianzmatrix C X = G � 1 entnehmen.

6.1.2 ICP

Zum Vergleich mit unserem Algorithm us verwenden wir zwei unterschiedliche ICP-Varianten,
zum einen paarweisesScanmatching, zum anderen eine Form des Metascanmatchings. Beim
paarweisenScanmatching wird analog zur Netzstruktur in unseremAlgorithm us jeder Scanan
seinenNachbarn angepasst.Dazu wird identisch zur Suche nach korrespondierendenPunkten
beim global konsistenten Scanmatchingansatz aus den Punkten des Referenzscansein kd-tree
gebildet und f•ur jeden Punkt des aktuellen Scansder n•achste Punkt gesucht. Beim Matching
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mit einem Metascan wird der kd-tree aus den Punkten aller bereits registrierten Scansgebil-
det. Nachdem alle Punktpaare gefundensind, wird mit ihnen die Transformation bestimmt, die
den Abstand minimiert und dieseauf den aktuellen Scanangewandt. Zur Minimierung werden
Fehlerfunktion und die Methode mit der Singul•arwertzerlegungvon Seite14 werwendet. Das Be-
stimmen der Punktpaare mit anschlie�ender Transformation wird wiederholt, bis ein ausreichend
gutes Ergebnis erzielt oder die maximale Anzahl an Iterationen erreicht wird.

6.2 Exp erimen teller Aufbau

Um die Implementation und die Funktionalit •at des Algorithm us zu testen, f•uhren wir eini-
ge Experimente mit simulierten Daten und mit reellen, von einem Roboter aufgenommenen
Laserscandatendurch. Hierzu verwendenwir die Roboterplattform Kurt3D [15] und eine Simu-
lation derselben Roboterplattform mittels der Simulationssoftware USARSIM [1]. Mit beiden
Methoden lassensich die 6-dimensionaleRoboterpose (x, y, z, Roll-, Neig-, und Gierwinkel)
und die Koordinaten der aufgenommenenScanpunkte (in x-, y-, z-Koordinaten) erzeugen,die
der Algorithm us als Eingabe ben•otigt.

6.2.1 Die Rob oterplattform Kurt3D

Die Roboterplattform Kurt3D ist ein, aufbauendauf die Plattform KURT2 [38], urspr •unglich am
Fraunhofer Institut f•ur Autonome Intelligente Systeme(AiS) entwickelter und nun an der Uni-
versit•at Osnabr•uck weiterentwickelter autonomer mobiler Roboter [20], der bei einer L •angevon
45 cm, einer Breite von 33 cm und einer H•ohevon 47 cm 22.6 kg wiegt. Die sechs gro�en R•ader
aus Gummi, von denendie mittleren nach au�en versetzt sind, werden mit zwei 90W Motoren
(kurzzeitig 200W) angetrieben und k•onnen sowohl glatten als auch unebenen Untergrund be-
fahren. Da die vorderenund hinteren R•ader ohnePro�l gehaltensind, kann der Roboter auf der
Stelle rotieren. Eine Batterieladung (28 NIMH-Akkus mit 4500mAh) reicht f •ur eineBetriebszeit
von circa 4 Stunden. Den Kern des Roboters bildet ein Laptop mit einem Intel-Centrino-1400
MHz-Prozessor,768 MB RAM und einem Linux Betriebssystem. •Uber eine CAN-Schnittstelle
werden mit Hilfe eineseingebetteten 16-Bit CMOS Mikro controllers Steuersignalean die Mo-
toren gesandt. Au�erdem verf•ugt der Roboter •uber zwei bewegliche Logitech QuickCam 4000
Kameras, die durch LED-Ringe auch bei Dunkelheit einsatzf•ahig sind.

F•ur dieseArb eit von besondererBedeutung ist der angebrachte 3D-Laserscanner[32] (s. Abb.
6.2). Mit einer Akku-Ladung (Scanner:17 W, 20 NiMH-Akkus mit 4500mAh, Servo: 0.85 W,
4.8 V mit 4500 mAh) erreicht man eine Betriebszeit von bis zu f •unf Stunden. Es handelt sich
um einen SICK 2D Laserscanner(LMS-200), der •uber eine Halterung derart auf dem Roboter
montiert ist, dass er um eine horizontale Achse rotieren kann. Dies erm•oglicht die Erfassung
der Umgebungmit einem horizontalen •O�n ungswinkel von 180 Grad und einem vertikalen •O�-
nungswinkel von 90 Grad mit unterschiedlicher horizontaler (181, 361, 721) und vertikaler (128,
176, 256, 400, 500) Au
 •osung. Das Aufnehmen eineshorizontalen Laserscansmit 181 Daten-
punkten ben•otigt 13 ms. Mit zunehmenderPunktzahl w•achst die Zeit proportional. F•ur einen
Scanmit 361 � 176 Datenpunkten ergibt das 4.5 s. Der 3D Laserscannerliefert die Entfernung
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Abbildung 6.1: Links: Flur im AVZ-Geb•aude Osnabr•uck real, rechts: simuliert.

der gemessenenPunkte sowie die re
ektierte Lichtmenge zur•uck. Somit lassensich detaillierte
Bilder der Szeneerstellen.Um die Genauigkeit desSensorszu verst•arken, werden3D-Laserscans
nur bei stehendemRoboter aufgenommen.

Rob otersim ulation mit der Sim ulationssoft ware USARSIM

USARSIM [35] ist eine Simulationssoftware f•ur Roboter in Katastrophen- und Rettungsszena-
rien und basiert auf den Mehrspieler Ego-Shooter Unreal Tournament 2003 oder 2004 [1]. Die
von M. Lewis und J. Wang f•ur Testszenariendes American National Institute of Standards
(NIST) [35] entwickelte Software kommt auch in der RoboCup RescueReal Robot Liga zum
Einsatz. Aufgrund der Verbindung mit dem kommerziellenComputerspiel Unreal Tournament
verf•ugt die Software •uber eine exzellente Gra�k und real wirkende Simulation, wie derzeit bei
Computerspielen der Standard ist. Es existiert eine Skriptsprache, mit der Roboter und ihr
Verhalten individuell entwickelt werden k•onnen. Der im Lieferumfang enthaltene Unreal-Editor
sowie dasOpenSourceProgramm Blender unterst •utzen den Benutzer beliebigeSzenenrealit •ats-
nah zu erzeugen.Das Projekt Gamebots [10] bietet eine Modi�k ation von Unreal Tournament
an, mit der die Kommunikation mit dem simulierten Roboter beinaheidentisch zu der mit dem
realenRoboter gestaltet werdenkann. Als Erweiterung der Client-Server-Architektur desSpiels,
bei der das Rendering von jedem Clienten, den einzelnenSpielern geleistet wird, w•ahrend der
Server einzig f•ur die Koordination und Interaktion zust•andig ist, kann mit Hilfe diesesProjekts
die SteuerungdesAgenten und die Sensordaten•ubertragung vom Spiel auf den Agenten mittels
einer TCP/IP Verbindung durchgef•uhrt werden.Die

"
Karma-Physics-Engine\ hilft bei der phy-

sikalisch korrekten Simulation von Gelenken, Motoren, R•adern, Federn und Scharnieren, indem
dieseals Bewegungvon Starrk•orpern simuliert werden, aus denensich leicht komplexeObjekte
zusammensetzenlassen.

Die Simulation desRobotersKurt3D in USARSIM besteht auseinemim Unreal-Editor erstellten
Gittermo dell der Hardware, das in Abbildung 6.2 zu sehenist. Um die Roboterkontrollsoft ware
alternativ mit der Simulationssoftware oder einem realen Roboter zu verwenden, wurde diese
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Abbildung 6.2: Links: Kurt3D real, Rechts: Kurt3D simuliert.

durch Schnittstellen an beide Varianten angepasst.

Bislang integriert die Simulation folgendeKomponenten:

� Der Motor, der den Roboter antreibt inklusive PWM-Signalen wird simuliert.

� Die Odometrie, d. h. die Radumdrehungen in Ticks, ist integriert.

� Ein Gyro bestimmt die aktuelle Neigung desRoboters.

� Eine Kamera liefert Umgebungsbilder.Diesewerdenvon einemKameraserver als Schnapp-
sch•ussevon Unreal an den Treiber der Kamera weitergegeben.

� Ein Laserscanner,der 181 Distanz-Werte auf einer Ebenein der Umgebung vor dem Ro-
boter liefert. Der Scanner ist drehbar montiert, so dasser sich vertikal neigen kann und
somit genauwie der reale ScannerdreidimensionaleLaserscansaufzeichnen kann.

Zur schnellen Erzeugungvon Daten mit Hilfe der Simulationssoftware ist esm•oglich, die Simu-
lation auf vier Computern durchzuf•uhren:

1. Auf einemComputer l•auft der Unreal Server, der alle Robotersensoren,au�er der Kamera,
simuliert.

2. Auf einemzweiten Computer wird die Kamera, •uber ein Programm, das Bilder von einem
Unreal Betrachter Fenster aufnimmt, simuliert.

3. Das Kontrollprogramm desKurt3D-Rob oters l•auft auf einemdritten Computer und erh•alt
Motorsignale mit 100Hzund Laserscansmit 75Hz von Unreal.

4. Ein weiterer Computer beherbergt die Benutzerschnittstelle zur SteuerungdesRoboters.
Dieser Computer ist mit dem Computer verbunden, auf dem die Roboterkontrollsoft ware
l•auft, nicht aber mit Unreal.
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Abbildung 6.3: Ergebnissevon ICP (oben) und Lu/Milios (unten) am Beispiel von zweidimensionalen
Daten.

6.2.2 Durc hf •uhrung der Exp erimen te

Versuche mit zweidimensionalen Daten

In diesemAbschnitt stellen wir die Ergebnisseeiniger Versuche mit zweidimensionalenDaten
vor. Obwohl die Implementation f•ur dreidimensionaleDaten ausgelegtist, sollte der Algorithm us
auch auf zweidimensionalenDaten arbeiten, indem bei s•amtlichen Daten die fehlenden Werte
auf Null gesetzt werden. Zum einen wollen wir dieses•uberpr•ufen, zum anderen bieten zweidi-
mensionaleDaten eindeutige Vorteile im Vergleich der Qualit •at desErgebnisses.Aufgrund der
geringen Datenmengenund der besserenM•oglichkeiten zur Anzeige geben visuelle Vergleiche
der Ergebnissegut Aufschl •usse•uber die Funktion der Implementation.

F•ur unsereExperimente w•ahlen wir einen Datensatz aus SchlossDagstuhl. Abbildung 6.3 zeigt
gra�sch die Ergebnissedes Matchings des Datensatzesals Aufsicht. Die Fahrt des Roboters
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beginnt in der unteren rechten Ecke und f•uhrt zun•achst nach oben und dann den ganzenFlur
entlang, bis zur•uck zur Startecke. Die oberen Abbildungen sind das Ergebnis dessequentiellen
Matchings mit ICP, unten sieht man dasErgebnisunseresAlgorithm us. Beide Versuche wurden
mit 50 Iterationen durchgef•uhrt. Auf der rechten Seite ist noch einmal ein vergr•o�ertes Bild der
Ecke, in der die Schleife geschlossenwird.

Bei der Betrachtung erkennt man, dass in beiden Versionender •Ubergang zwischen aufeinan-
derfolgendenScansglatt verl•auft. Doch global betrachtet f•allt beim ICP eine Aufsummierung
kleiner Fehler auf, die dazu f•uhrt, dass zwischen dem letzten und dem ersten Laserscankei-
ne korrekte Verbindung besteht. Bei der Implementation des Algorithm us von Lu und Milios
hingegenwirkt die Ecke optisch gut zusammengef•ugt. Auch die f•ur 6D-Posenimplementierten
Algorithmen lassendie Scansweiterhin in einer Ebeneliegen.

Dreidimensionale Daten auf ebenem Un tergrund

Der n•achste Schritt unsererExperimente erweitert die Testsauf dreidimensionaleDaten. Hierzu
verwenden wir Datens•atze aus dem AVZ-Geb•aude der Universit•at Osnabr•uck. Zum einen ver-
wenden wir einen mit USARSIM erzeugtenDatensatz einer Laborumgebung aus dem f •unften
Stock, bestehendaus zwei Computerlaboren und einem angrenzendenFlur. Der zweite Daten-
satz wurde bei einer reellenRoboterfahrt im Flur deszweiten Stocks aufgenommen(s. Abb. 6.5).
Da die Daten aus geschlossenenGeb•auden stammen, sind hier klare geometrische Strukturen
vorhanden. Auf dieseWeisel•asst sich gut •uberpr•ufen, inwieweit die einzelnenScansgut anein-
andergef•ugt werden, indem betrachtet wird, inwiefern zusammengesetzteW•andeund Fu�b •oden
Ebenenbilden.

Zur qualitativ en Evaluation verwendenwir zun•achst den Datensatz ausdem zweiten Stock. Ab-
bildung 6.5 zeigt den Verlauf desScanmtching mit dem LUM-Algorithm us. Man erkennt, dass
der rechte Gang mit zunehmenderAnzahl an Iterationen gerader wird. Gleichzeitig verringert
sich der Versatz an der Schnittstelle. Eine genauereBetrachtung der Schnittstelle bietet Abbil-
dung 6.4. Hier sieht man nun einen Vergleich zwischen dem ICP- und dem LUM-Algorithm us.
Auf der linken Seite ist jeweils eine Ansicht von innerhalb desFlures, auf der rechten Seite ein
Blick von au�erhalb auf die Au�en wand. Man erkennt, dassweder beim ICP noch bei unserer
Implementation der letzte Scangut an den ersten Scanangef•ugt ist. Doch w•ahrend die Fehler
unseresAlgorithm us in der Ebeneliegt und somit nur ausSchw•achen bei der Korrektur besteht,
liegt der ICP auch in der H•ohefalsch, wasim Vergleich zur Anfangssch•atzung einenzus•atzlichen
Fehler bedeutet.

Eine quantitativ e Aussage•uber die Qualit •at des Matchings l•asst sich anhand der Graphen in
Abbildung 6.6(a) machen. Die Graphen bilden die Fehler desMatchings der beiden Datens•atze
ab. Die oberen Graphen betre�en die Daten aus dem zweiten Stock, die unteren Graphen die
Daten ausdem f•unften Stock. Abgetragenwird jeweils der Fehler der PosejedeseinzelnenScans
im Vergleich zur Ground Truth. Mangels echter Ground Truth -Posen, haben wir diese durch
manuellesMatching erreicht. Die Graphen bieten einen Vergleich zwischen dem initialen Fehler
der Anfangssch•atzung und dem Fehler nach Matching per ICP beziehungsweiseLUM.
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(a) Ansicht LUM (b) Ansicht ICP

(c) Seitenansicht des Flurs nach Matching mit LUM

(d) Seitenansicht des Flurs nach Matching mit ICP

Abbildung 6.4: Vergleich zwischen dem global konsistenten Matching-Algorithm us (oben) und ICP und
am Beispiel einesFlurs (unten).
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(a) Iteration 0 (b) Iteration 4 (c) Iteration 8

(d) Iteration 12 (e) Iteration 16 (f ) Iteration 20

Abbildung 6.5: Exemplarischer Verlauf desScanmatchings mit dem global konsistenten Scanmatching-
verfahren nach Lu und Milios. Man sieht eine Aufsicht auf den anfangsstark verzerrten Flur im zweiten
Stock desAVZ-Geb•audesder Universit•at Osnabr•uck. Im Verlauf gl•attet sich der linke Gang, w•ahrend im
rechten Gang der Anfang und das Ende der Roboterfahrt aufeinandergezogenwerden.
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(a) Zweiter Stock des AVZ-Geb•audes

(b) Laborumgebung im f•unften Stock des AVZ-Geb•audes

Abbildung 6.6: Posefehlervor und nach dem Scanmatching.

Im linken Graphen ist der Fehler der Translation aufgetragen.Dieserwird alsDistanz der errech-
neten Posenzu den Ground Truth -Posenberechnet. Hierbei erkennt man deutlich, dassbei den
beidenVersuchen sowohl beim ICP als auch bei LUM der Fehler in der zweiten H•alfte gr•o�er ist.
Jedoch ist beim LUM-Algorithm us erkennbar, dassder Fehler besserverteilt ist, da der gesam-
te Kurv enverlauf 
ac her ist. Der Rotationsfehler ist im rechten Graphen aufgef•uhrt. Wenn die
Orientierungsdi�erenz mit der normierten Rotationsachse n und dem Drehwinkel r dargestellt
wird, so ist der Rotationsfehler der Betrag des Drehwinkels. In diesemVergleich liegen sowohl
ICP als auch LUM deutlich unter dem initialen Rotationsfehler.

Zur Bewertung desVergleichs sei erw•ahnt, dassder ICP lokal durchaus gute Ergebnisseerzielt.
Die Schw•ache liegt eindeutig in den globalen Ergebnissen,da sich ein Fehler in einem fr •uheren
Scan auf die sp•ateren Scans auswirkt. Dies wird besondersdeutlich bei den Laserscandaten
aus der Laborumgebung im f•unften Stock. Hier zeigt sich, dass das Matching mit ICP den
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Abbildung 6.7: Kurt3D im Botanischen Garten. Links: Auf steinigem Untergrund. Rechts: Weg des
Roboterpfads.

Anfangsfehler verringert, die Verbesserungenaber •uberwiegenddie ersten Scansbetre�en. Die
sp•ateren Scansweisenweiterhin einengro�en Fehler auf. Bei dem globalenAnsatz nach Lu und
Milios wird hingegender Fehler stark verringert und auf alle Scansverteilt.

Der Botanisc he Garten

Zur •Uberpr•ufung der Funktionalit •at desProgrammsin allen Dimensionenhabenwir eineTestrei-
he im Botanischen Garten durchgef•uhrt. Die Besonderheitder dort aufgenommenenScansliegt
darin, dassalle Freiheitsgradeausgenutzt werden.Anders als bei vorherigenExperimenten �ndet
man im Botanischen Garten keinenebenenUntergrund. Dies f •uhrt dazu,dassnicht nur die Scans
dreidimensional sind, sondern auch die Roboterpose echt 6-dimensional ist, da z-Koordinate
sowie die Winkel � x und � y nicht mehr �xiert sind und neben dem •ublichen Rauschen auch
tats•achliche Ver•anderungenaufweisen.Nachdem wir bereits festgestellt haben, dassunser Al-
gorithmus dieseVariablen nicht stark ver•andert, wenn keine •Anderungen vorliegen, zeigendiese
Experimente nun, dass andersherum tats•achlich notwendige Anpassungenauch durchgef•uhrt
werden. Abbildung 6.7 zeigt den Roboter auf einem steinigen Weg, wie er typisch ist f •ur den
Botanischen Garten. In einem Experiment haben wir den Roboter eine Schleife bestehendaus
einem St•uck diesesWegesund einem Schotterweg fahren lassenund Laserscansin Abst •anden
von einigen Metern aufnehmen lassen.Auf dieseScanshaben wir anschlie�end Scanmatching
angewandt. Abbildung 6.8 zeigt die Ergebnissedes Matchings mit unserem Algorithm us. Bei
Betrachtung desFotos 6.7 sieht man, dassdas Ergebnis den gefahrenenPfad zufriedenstellend
abbildet. ICP scheitert hieran komplett. Abbildung 6.9 zeigt den Vergleich der Kurv e auf dem
steinigen Weg. An der roten Markierung erkennt man, wo ICP mehrere Scan falsch aneinan-
derf•ugt.
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Abbildung 6.8: ErgebnissedesScanmatchings einer kleinen Schleife im Botanischen Garten mit LUM.
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Abbildung 6.9: Vergleich zwischen ICP (rechts) und LUM (links) bei einer kleinen Schleife im Botani-
schen Garten. In der Kurv e schl•agt das ICP-Matc hing an der rot markierten Stelle fehl. Die Netzstruktur
desLUM-Algorithm us h•alt die Scansin der richtigen Orientierung.

DesWeiteren haben wir eineRoboterfahrt auf dem Wegzum Botanischen Garten durchgef•uhrt.
Bei der in 6.10 abgebildeten Br •ucke haben wir Daten einer dreidimensionalen Roboterfahrt
aufgenommen.Der Pfad begannauf der rechten Seiteder Br •ucke, f•uhrte dann •uber siehin•uber,
den Abhang von dem aus das Foto aufgenommenwurde hinunter, unter der Br •ucke durch und
den Abhang hoch, zur•uck zum Startpunkt.

Abbildung 6.10: Die Br •ucke auf dem Weg zum Botanischen Garten.
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Abbildung 6.11: Blick auf die Roboterkarte aus der Vogelperspektive nach Scanmatching mit ICP
(oben) und LUM (unten). Die Schnittstelle ist mit der roten Markierung versehen.
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Abbildung 6.12: Ansicht der Schnittstelle zwischen erstem und letztem Scan nach Scanmatching mit
ICP (oben) und LUM (unten) beim Br •uckendatensatz.
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Abbildung 6.13: Seitenansicht der Br •ucke nach Scanmatching mit ICP (oben) und LUM (unten).
Man erkennt beim ICP, dassdie Br •ucke in zwei Ebenenaufgespaltenist, w•ahrend die Teile beim LUM-
Algorithm us n•aher aneinander liegen (rote Pfeile).
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Tabelle 6.1: Laufzeit der Algorithmen mit 20 Iterationen bei unterschiedlicher Anzahl an Scans.

Anzahl der Scans Zeit ICP in s Zeit LUM in s Zeit ICP-Metascan in s

5 16,045 29,205 21,608

10 28,925 56,233 42,474

15 46,766 84,798 70,817

20 70,844 115,849 109,056

25 82,681 142,331 137,792

30 96,559 169,218 173,953

35 110,848 199,042 215,086

40 125,502 225,465 265,465

45 139,306 231,190 319,150

Die w•ahrend der Fahrt aufgenommenenLaserscanswurden per Hand angeordnet,da wegender
gro�en H•ohenunterschiede die Odometriedaten als Anfangssch•atzung nicht verwertbar waren.
Anschlie�end wurden siesowohl mit ICP als auch mit unsererImplementation verarbeitet. Beim
ICP wurden die aufeinanderfolgendenScanspaarweise mit maximal 50 Iterationen gematcht.
F•ur den Lu und Milios-Algorithm us wurde ein Netz erstellt, bei dem au�er den direkt aufein-
anderfolgendenScansdie Scansder Br •ucke mit denen der Stra�e unter der Br •ucke verbunden
wurden.

Die Ergebnisselassensich mit den Abbildungen 6.11{ 6.13demonstrieren.Abbildung 6.11zeigt
denBlick auf die komplette erstellte Karte ausder Vogelperspektive. In beidenAnsichten erkennt
man, dassdie Scanslokal gut zusammengef•ugt sind. Dies zeigt sich zum Beispiel dadurch, dass
die Br •ucke gerade ist. Jedoch fehlt beim Ergebnis des ICP der Zusammenhangzwischen dem
ersten und letzten Scan (rote Markierung), was auch dadurch best•atigt wird, dass zwischen
diesenbeidenScanskeinePunktpaare gefundenwerdenk•onnen.Dies ist beim Verfahren von Lu
und Milios anders.Dort liegen der Anfang und das Ende deutlich n•aher beieinander.Auch hier
existiert ein kleiner Fehler, der aber deutlich geringer ist als beim ICP. Unterhalb der Stra�e
am Anfang des Pfades sieht man den Teil eines Baumes zweimal. Noch deutlicher sind die
Unterschiede in Abbildung 6.12 sichtbar. Dort sieht man, dassbeim ICP das St•uck Weg vom
Ende weit entfernt vom Anfang liegt, w•ahrend beim LUM die Stra�e zusammenh•angt.

Eine Betrachtung der Seitenansicht der Br •ucke 6.13 verdeutlicht den Vorteil der Netzstruktur.
Das Bild des ICP erweckt den Eindruck es g•abe zwei Br •ucken (rote Pfeile), w•ahrend bei der
Implementation nach Lu und Milios von der Stra�e ausgemessenenTeile an den bereits vorhan-
denenTeil der Br •ucke angef•ugt werden.

6.2.3 Laufzeit

Tabelle 6.1 vergleicht die Laufzeit von unseresAlgorithm us mit der von ICP und der von ICP
mit Metascan-Matching bei einer einfachen Schleife. Bei letzterem Verfahren wird der kd-tree
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nicht nur aus einem Referenzscansondernaus allen bereits registrierten Scansgebildet. In den
bereits vorgestellten Ergebnissenhaben wir gezeigt, dass paarweiser ICP die Schwierigkeiten
einer zyklischen Umgebungsexplorationnicht bew•altigen kann. Dies gilt insbesonderebei einer
gro�en Anzahl zu registrierender Scans,da der Fehler mit jedem zus•atzlichen Scangr•o�er wird.
An der Tabelle erkennt man, dass der ICP deutlich schneller ist als der LUM-Algorithm us
und dieser Unterschied bei zunehmenderAnzahl von Scanssteigt. Unter Ber•ucksichtigung des
Ergebnissesist dieserUnterschied aber als geringer zu bewerten.

Vergleicht man nun die Laufzeit mit der desMetascan-Matchings, erkennt man, dassunserVer-
fahren bereits bei 30 Laserscansschneller ist und sich der Vorteil noch vergr•o�ert, da hier die
Laufzeit in diesemBereich ann•ahernd linear ansteigt, w•ahrendsiebeim Meta-Scanmatching qua-
dratisch w•achst. Wenn man nun ber•ucksichtigt, dassdasMetascan-Matching auch nur begrenzt
f•ur Schleifen einsetzbar ist, da Posen bereits registrierter Scansnicht nachtr •aglich ver•andert
werden k•onnen und somit Inkonsistenzennicht ausgeschlossensind, wird deutlich, dassunser
Verfahren auch in diesemVergleich deutlich besserabschneidet.

6.2.4 Kon vergenz

Am Beispiel des Datensatzesaus dem zweiten Stock des Universit•atsgeb•audes l•asst sich das
Verhalten desAlgorithm us gut demonstrieren.Abbildung 6.5 zeigt eine Aufsicht auf den Flur.
Die Folge von Bildern repr•asentiert die Iterationen unseresglobal konsistenten Scanmatching-
algorithmus. Mit zunehmendenIterationen verbessert sich die Verteilung des Fehler optisch
deutlich, bis letztendlich das Ende der Roboterfahrt auf den Anfang gezogenwird. •Ahnliches
beobachtet man auch f•ur den Rotationsfehler in Abbildung 6.15. Dieser nimmt zwar in den
ersten Iterationen zu. Danach nimmt der Fehler zun•achst stark und dann geringer ab.

Nach 50 Iterationen liegen beide Fehler nahe Null. Dieseund weitere Experimente zeigen,dass
der Algorithm us nach kurzer Zeit zu einemguten Ergebniskonvergiert. Folglich l •asstsich •ahnlich
dem ICP auch eine Abbruchbedingung einf•uhren, durch die die Berechnung bei zu geringen
•Anderungen abgebrochen wird. Die Schwierigkeit liegt darin, einen geeignetenSchwellwert f •ur
einen solchen Abbruch zu �nden. Hierbei ist zu ber•ucksichtigen, dassin jedem Iterationsschritt
jeder einzelneScanangepasstwird. Der Abbruch einesProgramms kann also dann erzwungen
werden, wenn die Summeder •Anderungen aller Scansausreichend klein ist, oder aber wenn die
maximale •Anderung eineseinzelnenScanseinen Schwellwert unterschreitet. Wir verzichten in
unserer Implementation auf einen automatisierten Abbruch, da die Anzahl der Iterationen f •ur
alle Scansgleich ist und man somit manuell einstellen kann, wie genaudie Karte werden soll.
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Abbildung 6.14: Fehlerverlauf der Translation bei 50 Iterationen aus zwei verschiedenen Ansichten
beim LUM-Scanmatching des Datensatzesaus der Laborumgebung im 5. Stock des AVZ-Geb•audesder
Universit•at Osnabr•uck.
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Abbildung 6.15: Fehlerverlauf der Rotation bei 50 Iterationen aus zwei verschiedenenAnsichten beim
LUM-Scanmatching des Datensatzesaus der Laborumgebung im 5. Stock des AVZ-Geb•audesder Uni-
versit•at Osnabr•uck.
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Kapitel 7

Schlussfolgerungen und Ausblic k

Eins der wichtigsten Forschungsgebietein der Robotik ist die Erstellung von Karten. Dies gilt
sowohl f•ur autonomeRoboter, die eineUmgebungbefahrensollenum dort Aufgabenzu erledigen
als auch f•ur manuell gesteuerteRoboter, die eingesetztwerden um unbekannte Umgebungenzu
erkunden, was beispielsweisebei Rettungsrobotern relevant sein kann.

Dazu werden in der Forschung gew•ohnlich Laserscannereingesetzt,die Punktwolken aufzeich-
nen, aus denensich eine Karte eineskleinen Teils der Umgebungerstellen l •asst. Will man eine
gr•o�ere Umgebungdarstellen, m•ussendieselokalen Karten zu einer globalen Karte zusammen-
gef•ugt werden. G•angigeVerfahren minimieren die Distanz zwischen Punktpaaren, die aus zwei
korrespondierendenLaserscansgesucht werden. Da sowohl die Laserscansselbst, als auch die
Scanmatching-Verfahren fehlerbehaftet sind, f •uhrt ein sequentielles paarweisesScanmatching
dazu, dasssich Fehler aufsummierenund soausvielen lokalen Fehlern ein gro�er globaler Fehler
entsteht. Dies f•uhrt zu Problemen, wenn die einzelnenLaserscanssich mit mehreren anderen
Scans•uberlappen, insbesonderewenn die Scansin der Reihenfolgeder Registrierung weit aus-
einander liegen.

Das in dieser Arb eit pr•asentierte Verfahren stellt eine M•oglichkeit dar, um Laserscansglobal
konsistent zu registrieren. Hierbei wird zun•achst ein Netz ausRelationen zwischen den einzelnen
Scansund dann ein linearesGleichungssystemaus den Distanzwerten gebildet. Die L •osungdes
Gleichungssystemsoptimiert die Posen der Laserscansdurch Minimierung der Distanzen. Da
hierbei alle Posengleichzeitig bearbeitet werden, wird ein Weiterreichen der Fehler von einem
Scanauf die Folgendenverhindert.

Auf dieseWeise produziert der Algorithm us bei guter Anfangssch•atzung keine groben Fehler,
wie es beim ICP vorkommt. Eine zusammenh•angendeKarte ist auch nach der Bearbeitung
noch zusammenh•angend. Im schlimmsten Fall f•uhrt das Programm zu keinen oder nur kleinen
•Anderungen. Probleme bestehen,wenn aufgrund der Anfangssch•atzung keine oder nur sehr
geringe •Uberlappungenzwischen den einzelnenScansvorliegen. Dann wird die Verbindung mit
einer sehr gro�en Unsicherheit belegt und die •Anderungen bleiben sehr gering. Besonderszu
beachten sind auch die Winkelfehler. Obwohl die Winkelberechnung in drei Dimensionenweit
komplexer ist als in zwei Dimensionen,treten hier keine au�ergew•ohnlichen Fehler auf.
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Was die Laufzeit betri�t, besteht noch Verbesserungsbedarf. Im Vergleich zu sequentiellen Ver-
fahren ist der Algorithm us inh•arent langsamer.Zwar schneidet er besserab als andere einfa-
che globale Verfahren, wie zum Beispiel ICP-Metascan-Matching, ben•otigt aber dennoch viel
Zeit, um zu ausreichenden Ergebnissenzu kommen. Hier bestehendurchaus noch Verbesse-
rungsm•oglichkeiten. So kann man die Dimension desGleichungssystemsverringern, indem man
Verbindungen,derenDistanz ausreichendklein geworden ist, einfriert und nicht weiter ver•andert.
Des Weiteren ist die Suche nach den Punktpaaren sehr aufwendig. Um diesezu beschleunigen
lassensich die in Kapitel 2.1.1f•ur denICP vorgeschlagenenMethodenverwenden,wie Reduktion
von Punktpaaren. Weitere Verbesserungsm•oglichkeiten liegenim Aufstellen der Kovarianzmatri-
zenf•ur die Verbindungen.Sok•onnendie Matrizen durch vorherigeIterationen bestimmt werden,
oder aber unterschiedlich gewichtet werden. So ist esm•oglich, die Verbindungen von expliziten
Schleifen st•arker zu bewerten, um die •Anderungen in diesenBereichen zu vergr•o�ern.

Weitere Verbesserungsm•oglichkeiten liegen in der Anwendung einesautomatisierten Schleifen-
�ndungsalgorithm us, der ein gutes Netz erstellt, indem genau die wichtigen Links gefunden
werden. So sollten von mehrerenaufeinanderfolgendeScansnicht unbedingt alle paarweisever-
bunden sein.Echte Schleifen sollten jedoch auf jeden Fall in dem Graphen wieder zu �nden sein.
Vorteilhaft w•are auch ein genaueresVerfahren f•ur die Posesch•atzung. Besondersbei Roboter-
fahrten in unebenenUmgebungensind die Sch•atzungendurch Odometrie nicht ausreichend und
erfolgreichesMatching erfordert eine Vorverarbeitung der Scans.
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